AMD5: Tracce delle lezioni- VII Settimana

LO SPAZIO L~: DUALITA E COMPATTEZZA DEBOLE

Sia g misura su X. L® =L>(X,p) =

{fl f ¢ misurabile ed esiste ¢>0: |f(z)|<c quasiperogni x}

|flloo :==inf{c >0: |f(z)| <c¢ quasiper ogni =z}

E facile vedere che (L%, ||.||s) é un Banach.

Teorema della Media. Sia f € L'.  Allora
1
—/ gl <c¢ VE misurabileet.c. 0<pu(E) <400 = |9l <c
n(E) Je
Prova. [|g|<+o0 = p({z:g(x)>c+2+})<oo equindi

,u({x:g(x)Zc—l—%}):O perché O<,u({x:g(x)20+%})<oo =

1 1
c> / g=zc+ —
p{z:g(x) > c+ 2}) Sag@)zer ) n

Dunque

pl{ 9(2) > ) = p(Unfr - 9(x) > e+ ) =supu(f () > ¢+~ 1) =0

Analogamente u({x : g(z) < —c}) = 0 e quindi |g(z)| < ¢ quasi per ogni x, ovvero
9]l < c.

Il duale di L' é L>. Se p é o-finita, allora
(L')  ¢é isometricamente isomorfo a L

Prova. Data g¢ge€ L, sia

Tg) =1, LN=[fg ¥ret B L(l=1 [ fe < Iflgl



Dunque I, é un funzionale lineare e continuo su L' con

6]l < 1lglloo

Proviamo che ||l;]] > ||g||oo, € quindi 7" é isometria (chiaramente lineare). Intan-
to,

[ Fal =D WlIfL vFert = | [ gl <liluE)

per ogni E misurabile di misura finita. Se u(X) < +oo e quindi g € L!, dal teorema
della media segue che

lglloe < ]
Sia X = UjEj, Ej C Ej+1, M(E]) < 400 e sia

) Z/fgj, 9; == 9xs,, JeL
e quindi lg;llec < [l1;]]. Ma
L= 1 [ el < Wl < WML = 161 < Dl =

195lle <Nl = lg(@)] <suplg;(2)] < [llll = llgllee < Illyll
J

Resta da provare che T' é suriettiva. Supponiamo dapprima che u(X) < +oo. Sia
le (LY :
OT< U < N uEOlfl: Yf e L?

Dunque [ ¢ lineare e continuo su L? e quindi

HgELQ:Z(f):/fg Vf e L2

Ma | [ oxel = 0ee) | < Nla(E) = gl < I

Dunque  I(f) = ,(f) Vf € L? e quindi, essendo L? denso in L', I(f) =
ly(f) VfelLh
Se X=UjE;, ENE; =0, pE;)<4o0,siha

felt = f=>Xfxy =

=Yixe) =X [ P = [ £ xwo) = [ 19

con [lg;|l < [li] e qulndl 19lloe = 1225 X, 95 lloc < [[1]-



Convergenza debole* in L™ e compattezza debole*.  Siano  f, € L.

fom'f o /(fn—f)h—>0 vh € L}
Se L' é separabile, allora

M :=sup | folle <400 = g, feLl®:fy = f

Infatti, siccome h e L' = sup,|[fuh| < M|h|i il procedimento diago-
nale di Cantor porta a costruire una f,, tale che [(h) := limy, [ f,, h esiste finito per
gli h in un sottospazio lineare denso di L', su cui [ é infatti lineare e continuo. Il suo
prolungamento continuo a tutto L' si rappresenta mediante una funzione g € L™ :

1i]£n/fnkh —i(h) = /gh
per tutte le A in un insieme denso in L! e quindi su tutto L.

Il duale di L* non é L'. Ogni elemento g € L! induce un funzionale lineare
continuo I, su L™ :  1,(f) == [ fg, feL® E|l| < gl ed anche, presa
f = sign g, Il > [lgl.  Dunque T(g) :=1, ¢ isometria lineare di
L' in (L*). In questo caso peré T non é suriettiva:  non tutti i funzionali
lineari e continui su L si possono rappresentare mediante funzioni L', ovvero L!
non ¢ il duale di L*.  Diamo un esempio.

Sia l(p) = ¢(0) Vo € C(RY), funzionale lineare continuo su C§°.
Per il Teorema di Hahn-Banach [ si prolunga a tutto L°°. Supponiamo sia
I(f)=[gf, [fe€L>® perqualche g€ L. Sia ¢ € C§° : pp(z) == p(nz) —
0 Vz#0. Allora  ¢(0)=1(p,) = )gen —n0  che é assurdo se p(0) # 0.

Convergenza debole in L!. Siano f, € L.

h—=f & /(fn—f)heo Vh e L™

Succesioni limitate in L! non hanno, in generale, estratte debolment(?
convergenti. Sia 0< feL'RY), [f=1 fuz) = n"flnz). E
J1fal = J1fl. Supponiamo

I,  feL: /fnkh—>/fh Vhe [

Ma h € Cf° = [k = [ fy)h(¥)dy — h(0). Dunque sarebbe
S fh= h(0) Yh e C§ che, come visto sopra, non ¢é possibile.



Funzionali lineari continui e misure. Se(0 < g € L!. Il funzionale associato

~ [tg.rer>
ha le seguenti proprieta:

(B) 20 = L(f)=0, (@) fu="0 = I(fn) =0

vy(E) = ly(xg) = /Eg, EeX¥,

é misura (di densitd g).  Ma ¢’é un modo piu generale di generare funzionali lineari
e continui su L>.  Se v ¢é misura finita su X,

= /fX{IfISIIflloo}dV

¢ lineare e continuo su L>(u), perché |1, (f)| < ||flloov(X). Un,, e a maggior un
[ € (L*)" non sard in generale un [,. Se peré [ € (L*>°)" ha le proprietd di un [,

(1) f20 = Uf)=0, (i) fu="0 = I(fn) =0

proviamo che Jg € L' : | =1, : caratterizziamo cioé il sottospazio di (L>)’
isometricamente isomorfo a L!.  Notiamo che [ genera una misura v; cosi definita

I/l(E) = l(XE'), FE e EM

Infatti , se E; sono misurabili disgiunti, allora v(UZ, Ej) =

l(XU )+ Z(XUJ>77,+1E = Z XE +l XUJ>77,+1E Z V(Ej) + O(l) —n Z V(Ej)
=1 j=1

perché [ hxux g, =35 [ hxe,

= /hXUj2n+1E = Z /hXE —n0 Vhell = Z(XUjZnHEj) —n 0

j>n+1

A sua volta v, genera [ :

1) = [ fdw ¥f e L=(n)

Notiamo che, per come é definita, v, ha una proprieta che una generica v (ad esempio
la delta in R") non ha:

wWE)=0 = xg=0 = v(E)=Ixg)=100)=0

Misure assolutamente continue. Siano j, v misure su .

v << g (v é assolutamente continua rispetto a u ) se u(E) = 0 =
v(E) =0.



IL TEOREMA DI RADON-NIKODYM
Sia X sigma algebra di sottoinsiemi di X; siano v, it :— [0, +00] misure,
rispettivamente finita, sigma- finita. Allora dh € LY(X,p), 3Z € X con
v(Z)=0  taliche
V(E) :/ fdu+v(ENZ) VEex
E
Prova. Supponiamo dapprima  u(X) < +o0. Sia
ME)=wE)+v(E), EecX

per cui ME) > u(E), MNFE)>v(E) VEeX, AX) < +o0

e quindi, per ogni ¢ semplice e non negativa,

/sodkz/sodu, /sodkz/sodv

e quindi, per ogni f  YX-misurabile

Jisiax= [ifldps [1s1av [ir1anz= [f1an, [1r1ax= 151

In particolare, L'(\) C L'(v) e f— [fdv écontinuo in L'()\) e quindi

(%) Jh e L®()) : /fdu:/fhd)\ Vf e L'())
Inoltre,  ME)>0 = 0< 50 [phd\= 55/ xs dy:;g; <1
= 0<h<1 X—gq.o.
Iteriamo ora (x):
(%) /fdy:/fhd)\:/fhd,u+/fh2d)\:/fhdu+/fh2du+/fh2du

— = [Fhen? 4wy du [ fhrdy vE e LI

In particolare, posto f =1 in (xx*), vediamo che
v(X) > / <Z h") dp equindi D h'(z) <4oo p—go. p({h=1})=0
Posto hi=Y h"e L' (n) Z:={h=1}
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e passando al limite in (x*) otteniamo
/fdy:/ffzdwr/{h v 9P L', V(E):/Eizdquu(EﬂZ) VE €%
-1

Sia infine X =U,E;, E; €%, uE;) < +oo, E; due a due disgiunti. Per
quanto visto, ove X = Ej,

Iy = hjxe, € L'(N), Z; €%, u(Z;) =0 tali che
v(ENE;) = / hidu+v(ENZ;) YEeX e quindi
E
W(E) = v(U;(ENE)) =S w(ENE;) = /E hdp+v(EN(U;Z)), h=3h
J

J

Corollario. Siale€ (L*) taleche f>0 = I(f)>0, . Allora
el gz0: U =Lf)=[fg V€L & (fu="0 = I(f)—0)
Come osservato, [, ha tale proprietd, e se [ ha questa proprietd allora

I(f) = /fdul, VfeLF, w(E):=Ilxs) VEEY,
Infine, v=<<py = Jgel,: [fdu=]fgdu.
Misure singolari e Teorema di decomposizione di Lebesgue.

Siano p,v misure (o-finita, finita) definite sulla o-algebra ¥ C P (X) :
v ésingolare rispettoa p (v Lpu) < IZ2e€X:u(Z2)=0,v(Z°) =0

E vero che : 3 Vge <<, vs L p unicamente determinate : v = v, + v

Che tale decomposizione esista segue dal Teorema di Radon-Nikodym:

Shell, ZeX, wZ2)=0: uv(E)= /Ehd,u Y U(Z N E) = vge(E) + vy(E)

Veo(E) = [E hdy, v (E) = v(Z N E)

L’unicita é poi facile da verificare.



