
AM5: Tracce delle lezioni- IV Settimana

MISURA PRODOTTO E TEOREMA DI FUBINI

Siano µ, ν misure su X, Y , Σµ, Σν le classi dei misurabili. Per ogni S ⊂ X ×Y é

(µ × ν)(S) := inf{
∑

j

µ(Aj)ν(Aj) : S ⊂ ∪jRj, Rj := Aj × Bj ∈ Σµ × Σν}

→! Ln+m(Rn+m) = Ln(Rn) × Lm(Rm)

Proposizione 1. µ × ν é misura (esterna) su X × Y .

Dato S in X × Y , le sezioni di S sono

Sx := {y : (x, y) ∈ S}, ∀x ∈ X, Sy := {x : (x, y) ∈ S} ∀y ∈ Y

É (∪jSj)x = ∪j(Sj)x, (∩jSj)x = ∩j(Sj)x.

Indicato R = A × B ∈ Σµ × Σν un rettangolo misurabile, valgono le
basilari relazioni

ν(Rx) = ν(B)χA, µ(A)ν(B) =
∫

X
ν(Rx)dµ

Proposizione 2.

(i) (µ × ν)(A × B) = µ(A)ν(B), ∀R = A × B ∈ Σµ × Σν

(ii) R1 ∩ R2 = ∅ ⇒ (µ × ν)(R1 ∪ R2) = (µ × ν)(R1) + (µ × ν)(R2)

(iii) Σµ × Σν ⊂ Σµ×ν .

Prova. (i) R ⊂ ∪jRj, Rj = Aj×Bj ∈ Σµ×Σν ⇒ ν(Rx) ≤
∑

j ν((Rj)x) ⇒
µ(A)ν(B) ≤

∑

j µ(Aj)ν(Bj) ⇒ µ(A)ν(B) ≤ (µ × ν)(R) ≤ µ(A)ν(B).

(ii) Se R1 ∪ R2 ⊂ ∪R̂j, R̂j = Âj × B̂j ∈ Σµ × Σν , allora

ν((R1)x) + ν((R2)x) ≤
∑

j

ν((R̂j)x) ⇒ (µ × ν)(R1) + (µ × ν)(R2) ≤
∑

j

µ(Âj)ν(B̂j)

⇒ (µ × ν)(R1) + (µ × ν)(R2) ≤ (µ × ν)(R1 ∪ R2)

(iii) Intanto (µ× ν)(R) = (µ× ν)(R ∩Q) + (µ× ν)(R \Q) ∀R, Q ∈ Σµ ×Σν

in virtú di (ii), perché R \ Q é unione di (due) rettangoli disgiunti misurabili.
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Quindi, se T ⊂ X × Y, T ⊂ ∪jRj, Rj = Aj × Bj ∈ Σµ × Σν é

(µ × ν)(T \ R) + (µ× ν)(T ∩ R) ≤ (µ × ν)(∪j(Rj \ R)) + (µ × ν)(∪j(Rj ∩ R)) ≤

≤
∑

j

[(µ × ν)(Rj \ R) + (µ × ν)(Rj ∩ R)] =

=
∑

j

(µ × ν)(Rj) =
∑

j

µ(Aj)ν(Bj)

e quindi, passando all’inf (µ × ν)(T \ R) + (µ × ν)(T ∩ R) ≤ (µ × ν)(T ).

Nota. Abbiamo provato il ’Teorema di Fubini’ per i rettangoli (infatti per
funzioni caratteristiche di rettangoli): se R = A × B, allora

(µ × ν)(R) = µ(A)ν(B) =
∫

ν(Rx)dµ =
∫

µ(Ry)dν

Ció vale anche per un plurirettangolo P = ∪jRj se Rj sono rettangoli disgiunti:
ν(Px) =

∑

j ν(Bj)χAj
é misurabile e, da

∑

j(µ × ν)(Rj) =
∫

∑

j [ν((Rj)x)] dµ, segue

(∗) (µ × ν)(P ) =
∫

ν(Px)dµ =
∫

µ(P y)dν

Ora, ogni plurirettangolo P = ∪iRi, Ri = Ai × Bi ∈ Σµ × Σν si puó scrivere come

unione di rettangoli disgiunti (se R̂1 = R1, R̂n+1 = Rn+1 \ ∪n
i=1Ri é ∪jRj = ∪jR̂j

e R̂i si puó a sua volta scrivere come unione disgiunta di rettangoli misurabili!).
Quindi ν(Px) é misurabile e (∗) vale per ogni plurirettangolo P .

Lemma: Fubini per intersezioni di plurirettangoli.

Siano Pj plurirettangoli, S = ∩jPj. Sia (µ × ν)(P1) < ∞. Allora

(i) x → ν(Sx), y → µ(Sy) sono misurabili

(ii) (µ × ν)(S) =
∫

X ν(Sx) dµ =
∫

Y µ(Sy) dν

Prova. Se P = ∪jRj, P̂ = ∪jR̂j allora P ∩ P̂ = ∪ijRi ∩ R̂j é plurirettangolo, e
quindi, sostituendo eventualmente Pn con ∩n

j=1Pj, possiamo supporre Pn+1 ⊂ Pn ∀n.
Quindi , da (µ×ν)(P1) < ∞ segue (µ×ν)(S) = limj(µ×ν)(Pj) = limj

∫

X ν((Pj)x)dµ.
Siccome

∫

X ν((P1)x)dµ = (µ × ν)(P1) < ∞, é ν((P1)x) < ∞ q.o. x, e quindi
ν((Pj)x) → ν((∩j(Pj)x) = ν(Sx) per quasi ogni x e quindi x → ν(Sx) é misurabile.
Infine, limj

∫

X ν((Pj)x)dµ =
∫

X limj ν((Pj)x)dµ (convergenza dominata!)
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Proposizione 3 (Regolaritá della misura prodotto). Per ogni T ⊂ X × Y
esistono Pi plurirettangoli misurabili tali che: T ⊂ S := ∩iPi, (µ×ν)(T ) = (µ×ν)(S)

Se infatti (µ × ν)(T ) < ∞, ∀i, ∃Rij ∈ Σµ × Σν : T ⊂ ∪jRij ∀i, tali che
(µ × ν)(T ) + 1

i
≥

∑

j(µ × ν)(Rij) ≥ (µ × ν)(∪jRij) ≥ (µ × ν)(∩i ∪j Rij).

Teorema di Fubini I. Sia S ∈ Σµ×ν , S ⊂ ∪jSj, (µ×ν)(Sj) < ∞ ∀j. Allora

(i) Sx ∈ Σν q.o. x, Sy ∈ Σµ q.o. y

(ii) x → ν(Sx), y → µ(Sy) sno misurabili

(iii) (µ × ν)(S) =
∫

X ν(Sx) dµ =
∫

Y µ(Sy) dν

Dimostrazione. Sia S ⊂ Ŝ = ∩jPj con (µ × ν)(S) = (µ × ν)(Ŝ).

1.: (µ × ν)(S) = 0 ⇒ 0 = (µ × ν)(Ŝ) =
∫

ν(Ŝx) dµ ⇒ 0 = ν(Ŝx) ≥
ν(Sx) q.o. x ⇒ x → ν(Sx) é misurabile e (µ × ν)(S) = 0 =

∫

ν(Sx) dµ.

2.: (µ× ν)(S) < ∞ ⇒ (µ× ν)(Ŝ \ S) = 0 ⇒ ν((Ŝ \ S)x) = 0 per quasi ogni
x ⇒ Sx = Ŝx \ (Ŝ \ S)x ∈ Σν q.o. x . e ν(Sx) = ν(Ŝx) q.o. x é misurabile e
(µ × ν)(S) = (µ × ν)(Ŝ) =

∫

ν(Ŝx) dµ =
∫

ν(Sx) dµ.

3.: Sostituendo Sn con ∪n
j=1Sj possiamo supporre Sn ⊂ Sn+1 e sostituendo Sn con

Sn∩S possiamo supporre che S = ∪nSn. Ora, (µ×ν)(Sj) < ∞ ⇒ Sx = ∪(Sj)x ∈
Σν q.o. x, ν(Sx) = limj ν((Sj)x) é misurabile e

∫

ν(Sx) = limj

∫

ν((Sj)x) dµ =
limj(µ × ν)(Sj) = (µ × ν)(S).

NOTA. L’ipotesi di (µ × ν) σ− finitezza su S é essenziale.

Teorema di Fubini II. Sia
∫

X×Y |f | d(µ × ν) < ∞ . Allora

(i) x → f(x, y), y → f(x, y) sono sommabili per quasi ogni x, (risp. per quasi
ogni y)

(ii) y →
∫

X f(x, y) dµ, x →
∫

Y f(x, y) dν sono sommabili e
∫

Y
(
∫

X
f(x, y) dµ) dν =

∫

X
(
∫

Y
f(x, y) dν) dµ =

∫

X×Y
f d(µ × ν)
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Dimostrazione. Sia 0 ≤ f =
∑

j
1
j
χSj

, Sj ∈ Σµ×ν . Intanto,

∞ >
∫

X×Y
f =

∑

j

1

j
(µ × ν)(Sj) ⇒ (µ × ν)(Sj) < ∞ ∀j ⇒

(Sj)x ∈ Σν ∀j, q.o. x

Per tali x le funzioni y → χSj
(x, y) = χ(Sj)x

(y) sono tutte misurabili e quindi tale
risulta

y → f(x, y) =
∑

j

1

j
χSj

(x, y) =
∑

j

1

j
χ(Sj)x

(y)

Integrando rispetto a y, otteniamo che
∫

Y
f(x, y)dν =

∫

Y
(
∑

j

1

j
χ(Sj)x

) dν =
∑

j

1

j
ν((Sj)x)

é misurabile (in x) e integrando (in x) otteniamo
∫

X
(
∫

Y
f(x, y)dµ)dµ =

∫

X
(
∫

Y

∑

j

1

j
χSj

(x, y) dν) dµ =

=
∫

X





∑

j

1

j
ν((Sj)x)



 dµ =
∑

j

1

j
(µ × ν)(Sj) =

∫

X×Y
f d(µ × ν)

Analogamente,
∫

Y
(
∫

X

∑

j

1

j
χSj

(x, y) dµ) dν =
∫

X×Y
f d(µ × ν)

Per concludere:
∫

fd(µ× ν) =
∫

f+ − f− :=
∫

X(
∫

Y f+dν)dµ −
∫

X(
∫

Y f−dν)dµ =
∫

X(
∫

Y fdν)dµ.

NOTA. Lṕotesi
∫

X×Y |f | < ∞ é essenziale.

Teorema di Fubini-Tonelli. Sia µ × ν σ finita, f µ × ν misurabile. Allora

∫

X
(
∫

Y
|f | dν) dµ < ∞ ⇒

∫

X×Y
|f | d(µ × ν) < ∞

e quindi valgono le conclusioni del Teorema di Fubibi II.

Basta osservare che l’ipotesi di σ finitezza assicura che, se |f | =
∑

j
1
j
χSj

, agli
Sj é applicabile il Teorema di Fubini I. La dimostrazione continua come per Fubini II.

NOTA L’ipotesi di σ finitezza é essenziale.
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AM5: Esercizi e problemi-IV Settimana

Convergenza in misura. fn converge a f in misura se

µ({|fn − f | ≥ ε}) →n 0 ∀ε > 0

Problema 1. Provare che

∫

|fn − f | → 0 ⇒ fn → f in misura

Problema 2. Provare che

fn → f in misura ⇒ ∃nk → ∞ : fnk
→ f q.o.

Problema 3 (Teorema di Vitali) . Siano fn sommabili tali che

(i) fn → f in misura

(ii) ∀ ε > 0, ∃δε > 0 : µ(A) ≤ δε ⇒ supn

∫

A |fn| ≤ ε

(iii) ∀ε > 0, ∃Aε : µ(Aε) < ∞ e supn

∫

Ac
ε
|fn| ≤ ε

Provare che f é sommabile e
∫

|fn − f | → 0.

Problema 4. Siano fn misurabili, A misurabile di misura finita. Provare che

fn → f q.o. ⇒ µ({x ∈ A : |fn(x) − f(x)| ≥ ε}) →n 0

Problema 5 (Teorema di Egoroff). Sia µ(X) < ∞. Siano 0 ≥ fn misurabili,
fn(x) → 0 ∀x. Provare che

∀ε > 0, ∃Aε misurabile : µ(Aε) ≤ ε e fn → 0 uniformemente inA \ Aε

Suggerimento. Provare che ∀j, ε, ∃n(ε, j) : µ(∪n≥n(ε,j){gn ≥ 1
j
}) ≤ ε

2j e considerare

Aε := ∪j ∪n≥n(ε,j) {gn ≥ 1
j
}

Esercizio 1. Siano X = Y = [0, 1] e siano µ la misura di Lebesgue e ν la
misura che conta. Sia D = {(x, x) : x ∈ [0, 1].

Provare che D é µ × ν-misurabile e calcolare (µ × ν)(D).
Provare che ν(Dx) é µ-misurabile, che µ(Dy) é ν-misurabile.
É

∫

X ν(Dx)dµ =
∫

Y µ(Dy)dν ?
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Esercizio 2. Siano X = Y = [0, 1] muniti della misura di Lebesgue . Siano

I0 = [0,
1

2
], I1 = [

1

2
,
1

2
+

1

4
], . . . In = [

1

2
+ . . . +

1

2n
,
1

2
+ . . . +

1

2n
+

1

2n+1
], n ∈ N

Rj = Ij−1 × Ij−1, R̂j = Ij × Ij−1, j ∈ N

f =
∞
∑

n=1

22n−1χRn
− 22nχR̂n

Mostrare che
∫ 1
0 (

∫ 1
0 f(x, y)dx)dy,

∫ 1
0 (

∫ 1
0 f(x, y)dy)dx esistono entrambi

ma sono diversi.

Perché non si applica in questo caso il Teorema Fubini-Tonelli?

Esercizio 3. Sia fn(x) = | sin(knx + tn)|pn, x ∈ (0, 2π), kn ∈ N, pn → +∞.
Provare che fn converge a zero in misura.

Sugg. Confrontare L1({x : | sin(knx + tn)|pn ≥ ε}) con L1({x : | sin x|pn ≥ ε}

Esercizio 4. Discutere convergenza puntuale, uniforme, in media, in misura,
per le seguenti successioni di funzioni:

(i)fn(x) = nx
1+n2x2 , x ∈ (0, 1), fn(x) = nx

1+n2x2 , x ∈ (1, +∞)

(ii)fn(x) = nxe−nx2

, x ∈ (0, 1), fn(x) = nxe−nx2

, x ∈ (1, +∞)

(iii)fn(x) = n2x2

n4+x2 , x ∈ (1, +∞)

(iv)fn(x) = nx
(1+n2x4) log(n+1)

Esercizio 5. Siano fn, g misurabili in R, |fn(x)| ≤ g(x) per quasi tutti gli x.
Provare che

L1({g ≥ ε}) < ∞ ∀ε > 0, fn → 0 q.o. ⇒ fn → 0 in misura

Suggerimento. L1({|fn| ≥ ε}) = L1({x : |x| ≤ r, |fn(x)| ≥ ε}) + L1({x : |x| >
r, |fn(x) ≥ ε}....

Esercizio 6 Provare che Ln+m = Ln × Lm
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CENNI DI SOLUZIONE

Problema 1 Segue da
∫

|fn − f | ≥ εµ({|fn − f | ≥ ε}).

Problema 2 Sia gn := |fn − f |. Dall’ipotesi:

∀j ∃nj : µ({gn ≥
1

j
}) ≤

1

2j
∀n ≥ nj

Dunque µ(∩k ∪j≥k {gnj
≥ 1

j
}) = 0. Ma

x /∈ ∩k ∪j≥k {gnj
≥

1

j
} ⇒ ∃k : gnj

(x) <
1

j
∀j ≥ k

cioé gnj
(x) → 0

Problema 3 Dal Problema 2 segue che f é misurabile e, per Fatou,
∫

A |f | ≤
supn

∫

A |fn| per ogni misurabile A. In particolare, se Aε é come in (iii),
∫

Ac
ε
|f | ≤ ε

e, per (ii),
∫

A |f | ≤ ε se µ(A) ≤ δε. Dall’ipotesi (i) segue che

∃nε : n ≥ nε ⇒ µ({x ∈ Aε : |fn(x) − f(x)| ≥
ε

µ(Aε)
} ≤ δε

e quindi, per (ii),

sup
m

∫

Aε,n

|fm| ≤ ε ∀n ≥ nε

Si conclude che

∫

|fn − f | ≤
∫

Ac
ε

(|fn| + |f |) +
∫

Aε\ Aε,n

|fn − f | +
∫

Aε,n

(|fn| + |f |) ≤ 5ε.

Problema 4. Sia gn := |fn − f |. Sia

A0 := {x ∈ A : gn → 0} = ∩j ∪n ∩k≥n {x ∈ A : gk ≤
1

j
}

Dall’ipotesi, essendo µ(A) < ∞, é:

0 = µ((A \ A0) = µ(A ∩ [∪j ∩n ∪k≥n {x ∈ A : gk >
1

j
}])

e quindi µ(∩n ∪k≥n {x ∈ A : gk > 1
j
}) = 0 ∀j. Da µ(A) < ∞ segue infine

µ({x ∈ A : gk >
1

j
}) ≤ µ(∪k≥n{x ∈ A : gk >

1

j
}) → 0
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Esercizio 1. D = ∩n ∪n
i=1 [ i−1

n
, i

n
] × [ i−1

n
, i

n
]. Dunque D é misurabile nel

prodotto.
Poi, ν(Dx) ≡ 1, µ(Dy) ≡ 0,

∫

X ν(Dx)dµ = 1 6= 0 =
∫

Y µ(Dy)dν.

Esercizio 2. y ∈ In−1 ⇒

∫ 1

0
f(x, y)dx =

22n−1

2n
−

22n

2n+1
= 0 ⇒

∫ 1

0
(
∫ 1

0
f(x, y)dx)dy = 0

mentre 0 ≤ x ≤
1

2
⇒

∫ 1

0
(
∫ 1

0
f(x, y)dy ≡ 1

1

2
< x ≤ 1 ⇒

∫ 1

0
f(x, y)dy ≡ −2n + 2n = 0 ⇒

∫ 1

0
(
∫ 1

0
f(x, y)dy)dx =

1

2

Esercizio 4 Basta considerare il caso n = m = 1.

Basta provare che L2 ≤ L1 × L1. Sia A ⊂ R2 tale che (L1 × L1)(A) < +∞ e sia
quindi A ⊂ ∪jAj×Bj ⊂ R×R Lebesgue misurabili tali che

∑

j L1(Aj)L
1(Bj) < +∞.

Siano quindi Aj ⊂ ∪iIij, Bj ⊂ ∪kJkj con

∑

i

l(Iij) ≤ L1(Aj) + εaj,
∑

k

l(Jkj) ≤ L1(Bj) + εbj

per cui A ⊂ ∪ikjIij × Jkj e quindi

L2(A) ≤
∑

ikj

l(Iij) l(Jkj) ≤
∑

j

(L1(Aj) + εaj) (L1(Bj) + εbj) =

=
∑

j

[L1(Aj) (L1(Bj)] + ε
∑

j

[L1(Aj)bj + L1(Bj)aj] + ε2
∑

j

ajbj

Prendendo aj = L1(Aj), bj = L1(Bj) troviamo

L2(A) ≤ (1 + ε)2
∑

j

[L1(Aj) (L1(Bj)]

e quindi L2(A) ≤ (1 + ε)2(L1 × L1)(A).
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