
AM5: Tracce delle lezioni- III Settimana

Il Lemma di Fatou. Siano fn ≥ 0 misurabili. Allora

lim
∫

fn ≥
∫

lim fn

Segue da:
∫

fn ≥
∫

infk≥n fk →
∫

lim fn (convergenza monotona).

Definizione di sommabilitá. Una f misurabile si dice sommabile se
∫

|f | < ∞. In tal caso,
∫

f :=
∫

f+ −
∫

f−

Proposizione 1.

(i) f, g sommabili ⇒ tf + sg é sommabile per ogni t, s e
∫

tf + sg = t
∫

f + s
∫

g

(ii) f ≤ g, f, g sommabili ⇒
∫

f ≤
∫

g, |
∫

f | ≤
∫
|f |

(iii)
∫
|f | = 0 sse l’insieme {f 6= 0} ha misura nulla ( f é nulla q. o.)

(iv) f é sommabile ⇒ µ({|f | = +∞}) = 0

(v) f é sommabile ⇒ {|f | 6= 0} é σ−finito, cioé

esistono Ej misurabili e di misura finita tali che {|f | 6= 0} ⊂ ∪jEj

Prova di (i). (f +g)+−(f +g)− = f +g = (f+−f−)+(g+−g−) ⇒ (f +g)+ +
f−+g− = (f +g)−+f++g+ ⇒

∫
(f +g)++

∫
f−+

∫
g− =

∫
(f +g)−+

∫
f+ +

∫
g+ ⇒∫

(f + g)+ −
∫
(f + g)− =

∫
f+ −

∫
f− +

∫
g+ −

∫
g−

Prova di (iii). ϕ indica una funzione semplice:
∫
|f | = 0 ⇔

⇔ (0 ≤ ϕ ≤ |f | ⇒
∫

ϕ = 0) ⇔ (0 ≤ ϕ ≤ |f | ⇒ µ({ϕ 6= 0} = 0) ⇔ µ({|f | 6= 0} = 0

Prova di (iv).
∫
|f | ≥

∫
|f | χ

{|f |≥n}
≥ n µ({|f | ≥ n}) ⇒ µ({|f | = +∞}) ≤

µ({|f | ≥ n}) ≤ 1
n

∫
|f | ∀n ∈ N

Prova di (v). {f 6= 0} = ∪n{|f | ≥
1
n
} e

∫
|f | ≥

∫
|f | χ

{|f |≥ 1
n }

≥ 1
n
µ({|f | ≥ 1

n
}).
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Il teorema di Lebesgue (o della convergenza dominata).

Siano fn sommabili, fn → f ∀x ∈ E0 con µ(Ec
0) = 0 (ovvero fn → f q.o.).

Allora, ∃g ≥ 0 sommabile : |fn(x)| ≤ g(x) ∀n, q.o.x ⇒
∫
|fn − f | → 0

Prova. Sia |fn(x)| ≤ g(x) ∀x ∈ En, con µ(Ec
n) = 0. Sia E := ∩∞

n=0En.
Dunque gn := 1

2
|fn−f | χ

E
→ 0 e gn ≤ g ∀x. Da Fatou: lim

∫
(g−gn) ≥

∫
g,

e quindi lim
∫

gn ≤ 0.

Nota. L’ipotesi di ’equidominatezza’ é essenziale.
Ad esempio, χ[n,n+1](x) → 0 ∀x ∈ R ma

∫
R

χ[n,n+1] = 1 ∀n.
Un altro esempio é dato dai cambiamenti di scala. Se f : RN → R , sia fn(x) :=

nNf(nx). Siccome
∫
RN nNχE(nx) dx = nNLN ( 1

n
E) = LN (E) é

∫
RN fn =

∫
RN f . Se

allora, ad esempio, f ∈ C0(R
N), si ha fn(x) → 0 ∀x 6= 0 ma

∫
RN fn =

∫
RN f .

Teorema 1: completezza della metrica della convergenza in media.

Siano fn sommabili e tali che

∀ε > 0 ∃nε : n, m ≥ nε ⇒
∫
|fn − fm| ≤ ε

Allora esiste f sommabile tale che
∫
|fn − f | → 0. Inoltre,

esiste una sottosuccessione fnk
equidominata e convergente a f quasi ovunque.

Dimostrazione. Dalla condizione di Cauchy: esiste nk tale che
∫
|fnk+1

−fnk
| ≤ 1

2k .
Posto gk := fnk+1

− fnk
, da

∑
k

∫
|gk| < +∞ segue che g :=

∑
k |gk| é sommabile e

quindi finita q.o., e quindi la serie
∑

k gk converge q.o., ovvero f(x) := lim fnk
esiste

q.o. Inoltre, |fnk
| ≤ |f1|+g, e quindi

∫
|fnk

−f | → 0 (convergenza dominata). Vista
la condizione di Cauchy, é, di piú

∫
|fn − f | → 0.

Definizione di L1(µ). L1(µ) = {[f ] :
∫
|f | < ∞}, [f ] := {g : g = f q.o.}

Possiamo riformulare i fatti mostrati dicendo che

→ ‖f‖ :=
∫
|f | é una norma su L1(µ)

→ (L1, ‖f‖) é uno spazio di Banach

Definizione. Sia f sommabile ed E misurabile. É
∫

E
f :=

∫
f χE
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Proposizione. Sia f sommabile, Σ la classe dei misurabili. Allora

(i) A ⊂ B ⇒
∫
A |f | ≤

∫
B |f |

(ii)
∫
{f≥c} f ≥ c µ ({f ≥ c}) ∀c

(iii) (infA f) µ(A) ≤
∫
A f ≤ (supA f) µ(A)

(iv) Aj ∈ Σ, Ai ∩ Aj = ∅ ∀ i 6= j ⇒
∫
∪jAj

f =
∑

j

∫
Aj

f

(v) Aj ∈ Σ, Aj ⊂ Aj+1 ∀j ⇒
∫
Aj

f →
∫
∪jAj

f

(vi) Aj ∈ Σ, Aj+1 ⊂ Aj ∀j ⇒
∫
Aj

f →
∫
∩jAj

f

Prova di (iv). Ai ∩ Aj = ∅ ∀ i 6= j ⇒ χ
∪jAj

=
∑

j χ
Aj

⇒ f χ
∪jAj

=

limn

∑n
j=1 f χ

Aj
e |

∑n
j=1 f χ

Aj
| ≤ |f | . Dal teorema di Lebesgue,

∫
∪jAj

f =
∫

fχ
∪jAj

=
∫

lim
n

n∑
j=1

f χ
Aj

= lim
n

n∑
j=1

∫
Aj

f =
∞∑

j=1

∫
Aj

f

Prova di (v) e (vi). Si ha, rispettivamente, χ
Aj

→ χ
∪jAj

, χ
Aj

→ χ
∩jAj

, |fχ
Aj
| ≤

|f |. Dal Teorema di Lebesgue,

∫
χ

Aj

f =
∫

fχ
Aj

→
∫

fχ
∪jAj

=
∫

χ
∪jAj

e
∫

χ
Aj

f =
∫

fχ
Aj

→
∫

fχ
∩jAj

=
∫

χ
∩jAj

f

Proposizione 2: Assoluta continuitá dell’integrale.

Sia f sommabile. Allora

(i) ∀ ε > 0, ∃ δε > 0 : µ(A) ≤ δε ⇒
∫

A
|f | ≤ ε

(ii) ∀ε > 0, ∃Aε : µ(Aε) < ∞ e
∫

Ac
ε

|f | ≤ ε

Prova. (i) Per assurdo: ∃ε0 > 0, ∃Aj tali che µ(Aj) ≤ 1
2j e

∫
Aj

|f | ≥ ε0.

Se B := ∩n ∪j≥n Aj, risulta µ(B) = 0 e
∫
B |f | = limn

∫
∪j≥nAj

|f | ≥ ε0,
contraddizione.

(ii) É {|f | > 0} = ∪An, An := {|f | ≥ 1
n
} , µ(An) < ∞,

∫
|f | = lim

∫
An

|f |.
Dunque, ∃nε : ε +

∫
Anε

|f | ≥
∫
|f | =

∫
Anε

|f | +
∫
Ac

nε
|f |.
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AM5: Esercizi e problemi-III Settimana

Esercizio 1. Siano fn misurabili, 0 ≤ fn+1(x) ≤ fn(x) per ogni n e q.o. x.
Provare che ∃n :

∫
fn < +∞ ⇒

∫
fn →

∫
lim fn

e che l’ipotesi ∃n :
∫

fn < +∞ é essenziale.

Esercizio 2. Provare che fn(x) → f(x) ∀x ⇒
∫
|f | ≤ sup

∫
|fn|

Esercizio 3. Sia µ la misura che conta su un certo insieme X. Provare che∫
X |f | dµ = sup{

∑
α∈A |f(α)| : A ⊂ X, A finito } e che∫

X |f | dµ < +∞ ⇒ {x : f(x) 6= 0} é al piú numerabile.

Esercizio 4. Provare che se
∑

fn(x) converge quasi per ogni x ed esiste g

sommabile tale che |
∑n

1 fj(x)| ≤ g(x) quasi per ogni x, allora
∑

fn è sommabile e∫ ∑
fn =

∑ ∫
fn.

Esercizio 5. Sia µ(X) < ∞. Provare che

∫
|f | < +∞ ⇔

+∞∑
n=1

µ({x : |f(x)| ≥ n}) < +∞

Esercizio 6. Sia
∫
|fn − f | → 0. Provare che

(i) ∀ ε > 0, ∃δε > 0 : µ(A) ≤ δε ⇒ sup
n

∫
A
|fn| ≤ ε

(ii) ∀ε > 0, ∃Aε : µ(Aε) < ∞ e sup
n

∫
Ac

ε

|fn| ≤ ε

Esercizio 7. Provare che
∫
A einxdx → 0∀A ⊂ [0, π] misurabile.

Dedurre che , se nk < nk+1, l’insieme {x ∈ [0, π] : sin(nkx) converge } è di misura
nulla.

Suggerimento. Posto A = {x : ∃ limk sin(nkx)}, f(x) := lim χA sin(nkx), con-

siderare limk

∫ π
0 sin(nkx)χ{f≥0}...

Esercizio 8. Sia f ∈ C(R) 1-periodica. Provare che
∫ 1
0 f = limN→+∞

1
N

∑N
1 f(nα)∀α

irrazionale .

Suggerimento: provarlo dapprima per f = e2πkix.
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