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COMPATTEZZA IN LP(RY): IL TEOREMA DI
FRECHET- KOLMOGOROV

Sia p > 1. Non ¢é in generale vero che una successione limitata in LP(RY)
ammette sottosuccessioni convergenti in LP. Cioé, non é vero in generale che

fo € LP(RY), sup|/fullr < +o0 = 3f,, convergente in LP

Ad esempio, se  f € CC(RY) e folx) = fu(z + hy), || =5 400,

allora fol®) —, 0 Vz € RY ma f, non ha estratte convergenti

(necessariamente a zero) in LP perché | full, = |Ifll,- Analogamente |,
N

folz) == €& flenx), €, —, 0 ha norma LP costante e quindi non ha estratte

convergenti a f =0  che ¢ il limite puntuale delle f,.

Al fine di individuare delle condizioni che assicurino la compattezza di f, in LP,
cominciamo con 1’osservare che

/|fn—f‘p—>n0 = Sgp/\fn|p<+oo e

@) sup [ fulo +h) = ful@)Pdz —ipi0 0 i) sup [ Ul =i 0

|z|=r

La validita di tali proprietda per ciascuna f, é ben nota: il fatto che tali proprieta
valgano uniformemente in n é facile conseguenza della convergenza L? delle f,. E

I'insieme di tali condizioni che assicura che una data f, ha una estratta convergente
in LP.

Teorema (Frechet-Kolmogorov) . Sia f, limitata in LP(R") e tale che
()  sup / [ful@ + h) = fu(@)Pdz —p—00 YR >0
n B
Allora esiste  f € LP(RY) ed  f,  taleche S | — fIP =0 VYR >0.
Se di piu
(“’) sup 2| ‘fn‘p —r—+oo 0
n x|>r

allora  f, ha una sottosuccessione convergente in LP(RY).



Prova. Persemplicitd, prendiamo p = 1 escriviamo || f|| := || f||z:.  Vogliamo
provare che, nell'ipotesi (i),  fissata Ry — +00,

3
Iy - /BRk ‘fnml - fnk| < ok
Tale affermazione si pué far derivare dalle seguenti:

Affermazione 1. Fissata ¢ € CP(RY), siha

0
oup [l <00 = sup (g s fulle + Do o)l | < 400
n 8ZE]

7j=1

Affermazione 2. Sia e CP(By), 0<p <1, [o=1, ¢ = E—N@(%)‘
Allora
sup/ |fu(z 4+ h) = fo(2)] =p—00 VR>0 =

sup/ (pe* fu)] 2e=00 VR>0
Affermazione 3. Sia €, decrescente a zero, R crescente a 400. Allora
] (P # (s = Ful(@) < 5
ng su . ey — fo)](2) < =————
EU ey T e T 5% vol B,

CONCLUSIONE. Sia Ry — 4o0o. Nellipotesi (i),  Affermazione 2 da

(o) VEk, Jep: sup/ — (o f) <
Br, 2
Per tale €, che si pud assumere decrescente a zero, usando Affermazione 3, otteniamo
quindi
1
I [ Jea Unen = So)l(@) < 5

Bg,,

e quindi, fissato R >0 siha, per R, > R, usando (e),

éR ‘fnlﬁ—l _f”k‘ S */BRk |fnk+1 - fnk‘ S

3
Jo Moer = et S [ U = o 20l + [, Vs o) = foul < 55



e quindi  f,, xp, ¢di Cauchy in L'(Bgr) e quindiesiste fr € L'(Bg)
tale che  [|fn, — frl =& 0.  Notiamo che Ry <Ry =  fg, = fr, quasi
ovunque in Bg, . Inoltre [z |fr| < liminfy [z, |fs,| < sup, [|fall. Resta quindi
definita

fern' / for — fl =40 YR >0
Bgr
Prova Affermazione 1. Segue subito da  sup, ||fz|| < +o00 e da
lio* Fulle < Nl 17 oo (s Fidlle <l 172
Prova Affermazione 2. Sy 1 fn = (@ * fo)| <

/BR (/RN [fa(® = y) = fal2)|pe(2) dy) dr = /BR (/RN [l = €2) = fu(2)|p(2) dz) dx

= [ (0) [ 1e =€) = fu(o) d) az

Ora, da (i)-(ii) segue che
B(e, z) := ¢(2) S%P/B [fn(z—ez) = fu(x)[dr —c 0 Vz e [B(e2)| < 20(2) | ful

(equidominatezza di B(e,.)) e quindi

swp [ (fu = (e fl < [ (¢ sup [ Ifule =€) = fula) do) dz =, 0

Prova Affermazione 3. Affermazione 1 assicura che, per ogni €, la successione
n — @ * f,  soddisfa le ipotesi del Teorema di Ascoli-Arzela.

Indichiamo ¢y, := ¢.,, By := Bg,. Il Teorema di Ascoli-Arzela assicura
che esiste una prima selezione di indici n]l tale che ¢y % fn; converge uniformemente

in By ed é quindi ivi Cauchy uniforme, e si potra supporre che:

1

< o
= 2 vol(By) Vi

sup |301 * (fng - fn1>
Bi 7
Per la stessa ragione, si puo effettuare una selezione degli indici njl-, diciamo n? tale

che
1

B RS S
s]1312p |2 * ([ fn?)| ~ 22 v0l(By) e

2

Siccome j — n7 é una sottosuccessione di j — n;, ¢é anche vero che

1

2= )| < 55~
5}91111)\@1 * (fn2 fnl)‘ ~ 2wvol(By)

3



k k+1

[terando, si trovano per ogni k£ > 1 successioni di indici j — nj e j — nj
sottosuccessione di j — n;“ tali che
1
h su ¥ (for — for)| L 5————== Vi,jeN, h=kk+1

Siccome, in (k) lindice njT; é ammesso, in quanto indice selezionato tra gli n¥
otteniamo in particolare

1

_ < -
SE;CP o+ (fnzﬁ S| < 2% vol(By,)

Basta allora prendere la successione diagonale di indici ny := n¥.

Per provare infine la seconda parte del teorema basta osservare che

IR, : /\f|§limninf / ol <€ =

|z|>Re |z|>Re

limsup/\fnk—f\glimsup / | fn, — f| + limsup / |fo, — f] <€
RN

|z|<Re |z|>Re

IL LEMMA DI RICOPRIMENTO DI VITALI
E APPLICAZIONI

Ricoprimento di Vitali. Sia A c RV, Una famiglia V  di palle
chiuse tali che sup{r(B): B €V} < +oo (r(B):=raggiodi B) si dice
ricoprimento di Vitali di A se

Vee A, 3B.(z) €V e inf{r >0: B.(z) e V} =0

ESEMPIO. Sia A aperto. Fisato r > 0, 'insieme delle palle chiuse contenute
in A e di raggio minore di r é ricoprimento di Vitali di A.

Lemma di Vitali. Sia A C Q c RV, Q aperto. Sia V
ricoprimento di Vitali di A.  Allora 3B,€V jeN tali che

B, CQ Vj, BiNB;, =0 Yi#j e LY(A\U;B;) =0

ESEMPIO.  Sia 2 aperto, ¢ > 0. Allora esiste una famiglia numerabile di
palle chiuse B; C Q disgiunte di raggio minore di § e tali che LY (Q\ U;B;) = 0



Prova. Nel seguito indicheremo con B (con vari indici) un generico elemento

di V econ r=r(B) ilsuoraggio. Scriviamo §; := Q.

J
Posto 0y :=sup{r(B): B C{;}, sia BiCcQ o r(B)> 51
Se ACB;, allora {B;}  ddsubito il ricoprimento cercato .

Se no, Jz e A\ By equindi 3IB.(z)€V: By(x)CQ:=\ B

0

Posto dy:=sup{r(B): BC e} <6 sia By CQy @ 1r(By) > 52
Se A C ByUB,, allora il ricoprimento cercato é ~ {By, By}  (BiNBy =0!).
Se no, si itera il procedimento: se dopo n iterazioni si trovano  By,..., B,

disgiunti e tali che A C U}, B;, il ricoprimento cercato é {By,...,B.},
seno, Yn 3 B, €V : B C Q= O\ B =0\ (uylej),

On
Opt1 :=sup{r(B) : B C Qu41} <0, e 7(Bpt1) > 2“

Indicata con B, la palla concentrica a B,, e di raggio T(B~n) = 5r,, proviamo che
(%) A\ (UpB,) C Upsn By Vn

Notiamo che, se 7, :=7(B,), B, disgiunte = cy>,rY = LY(U,B,) <

LY () < 400 = LY (Ukz” Bk) <endV ¥ —, 0 Quindi (%) implica
k=n
la tesi: LY (A\ (U,B,)) = 0. Resta da provare (), ovvero
Vo e A\(U;B;), VneN, Jk>n: z€ B

Fissaton, ze€ A\ (U;B;) CQ, = 3B.(r)e€V taleche B.(r)C ,.

Inoltre  0; <1, :=r(B.(x)) =  By(x) nonécontenutoin Q; =
k:=min{j : B,(r) non é contenuto in €;} ¢é ben definito (e >n+1). Allora

B (z) C ey = 1y <01 < 21

B,(x) C Qg1 e B.(r) non é contenuto in € = B,.(r)N By #0

(infatti B,«((L’) C Qk—l, BT((L’) NBy_; = 0 = BT(ZL’) C Q1 \ Bi._1= Qk), cioé

B,(x) interseca Bj,_1 ed ha diametro minore di quattro volte r(By_1); dunque
B,.(z) é contenuto in By_1, palla concentrica a Bj_; ed avente raggio pari a 5ry_1.



Lemma 1. Sia 0 < f € L*(RY). Posto

Pla) = timsp—s [ J0)dy

r—0
r ("E

si ha
f)dy > cLN{ff>¢}) Ve=0
{ft>c}

NOTA. Se f é anche continua, dal teorema della media segue che f* = f ed il
lemma si riduce alla diseguaglianza di Chebicheff.

Prova.  Scriviamo, per ¢ > 0, A. :={z: f*(x) >c}. Fissato 0 <e<c,

1
A. = I, —-0: —— dy > c—
re A vol B, (x) Jy)dy 2 c=e
I g, w)
Dunque, Vi={B.(z): =x€A, m [ fly)>c—¢€}
" Br(x)
é un ricoprimento di Vitali di A, (notiamo che  B.(z) € V =

(c— e, < [f).
Fissato ) aperto contenente A., dal Lemma di Vitali otteniamo

dB; €V palle chiuse disgiunte e tali che LY (A.\U;B;) =0 e quindi

1 1
L¥(4) < 1Y (AN U;B) Uy By) < Ywol(B) < — Y- [ 1 < f
7 c—e 4 c—eJ
e quindi
L¥(A) (c—e) < inf{/f :Q aperto, A, C Q) = /f Ve > 0
Q Ac
Lemma 2. Sia v misura di Radon, cioé v é finita sui compatti e
v(A) =inf{r(Q) : A C Q, Q aperto}
v(E) =sup{v(K): K C A, K compatto} VE  boreliano
Allora, AC A, = {z: limsup v’;fé(%) >ct = v(A) >cLV(A)
r—0 "



Prova. Fissato 0 < € < ¢,

B,.
reA. = Ir;—0: Mzc—e
vol(B,,(r))
Dunque, Vi={B.(z): x€A, Uzgggr(g;) >c—¢}
é un ricoprimento di Vitali di A (notiamo che  B.(zx) € V

(c— ),y < v(RM)).
Fissato ) aperto contenente A, dal Lemma di Vitali otteniamo
dB; € V' palle chiuse disgiunte e tali che LY (A\U;B;) =0 e quindi
LY(A) < LY ((A\U;B;) U; Bj) < ) wol(B;) <
J

! > v(Bj) < !

C—¢€ j C—¢€

v(Q)

e quindi

LY(A) (c—€) < inf{v(Q):Q aperto, ACQ} = v(4) Ve>0

Corollario.  Sia v misura di Radon singolare rispetto a LY. Allora

v(B:(z))
—— 5 —r—00 q.o.
LN(B, () 0
Infatti, sia LY(Z) = 0 = v(Z¢). Allora, per ogni ¢ > 0, si ha

LN({z : limsup LBT(I))

> =
r—0  volB.(x) ~ }

: B, (z))
— N{zezo: 1 UB (7)) o oy <
({re msup o E Ty 2 ¢S

1 e v(B,(z))
< — . _ > —
< cu({x =4 llriljélp volBy(1) = c})=0



