Esercitazione b

1 Limiti e continuit a di funzioni in pi u variabili
Esercizio 1: Si verifichi che la funziong definita per ogn{z, y) € R* da

- i;‘_;z‘; se(x,y) # (0,0)
fla,y) = {0 se(z,y) = (0,0)

e continua in(0, 0) come funzione di due variabili.
Sol.: Osserviamo che pér, y) # (0,0) si ha

at —y! :xZ—yQ
x? 4+ y?

e che
2* =y’ <a®+y° — 0.
[(z,y)|—0

Esercizio 2: Si consideri la funziong definita per ogn{z, y) € R* da

- x;ﬁ_fyz, se(z,y) # (0,0)
fla,y) = {0 se(z,y) = (0,0)

Si verifichi la continui& di f in (0,0) come funzione di due variabili.

Sol.: Basta verificare che esiste

334

lim ———
(z,9)—(0,0) 2 + 32

e che tale limite vale 0. Infatti
:L’4 < IQ({L'2 + y2)

0<
$2+y2_ $2+y2

=2 <2® + ¢ = |(z,y)]?

Dunque se(z,y)| — 0 anche la funzione converge a 0 come voluto.
Esercizio 3: Si consideri la funziong definita per ogn{z, y) € R* da

S, se(z,y) #(0,0)
fla,y) = {0 se(z,y) = (0,0)



Si verifchi chef & continua separatamente nelle due variabdiy, ma none continua in0, 0)
come funzione di due variabili.

Sol.: Considerare la funzion¢ separatamente nelle due variabili vuol dire studiarne |l
comportamento sulle retie= y, e x = x, dovex, ey, sono valori fissati.
Nel primo caso si ha
o) = flw,m0) = — 2
T2+ Yy
la qualee continua se, # 0 in quanto rapporto di due polinomi con denominatore non nullo,
ede identicamente nulla pgg = 0. Abbiamo quindi la continu#t nella variabiler.
Nel secondo caso
hy) = f(x0,9) =~
5+ y?
e con un ragionamento del tutto analogo al precedente si mostra la cantimgihe nella
variabiley.
Mostriamo ora pdr che non esiste

lim x,
(z,y)—(0,0) f@:9)

Infatti, se consideriamo le retie= mx abbiamo

me m

f(z,mzx) = =

2 +m2z2 14+ m?2

Se dunque esistesse il limite cercato si dovrebbe avere

VmeR

lim )f(x,y) =

(,9)—(0,0 1+m?

Assurdo.

Nota: si osservi che una volta mostrata la contiauispetto ad una delle due variabili, si
ottiene anche la contingitnell’altra variabile in quantg & una funzione simmetrica ine y.

Esercizio 4: Si consideri la funzione
2

_ vy
f(xay) - $4_‘_y2
Si verifchi che esiste il limite per — 0 di f su tutte le rette di equazione parametrica: [t,
y = mt ed il valore di tale limitee indipendente dae m. Si mostri che tuttavia non esiste il
limite di f per(z,y) tendente &0, 0).

Sol.: Sulle rette di equazione = It, y = mt si ha

Pmt3 12
fatmt) = —o =

/ 0
B2+ m2)e2 B +m? o

Consideriamo pérora le curve di equazione= ma?:

max? m

2 pr— pr—
f(x,mx)— (1+m2)x4 1+m2
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Dunque il limite perr tendente a O df su tali curve dipende dal parametrodella curva scelta.
Non pw quindi esistere

lim x,1).
(z,y)—(0,0) f@9)

Esercizio 5: Estendere con continaifdove possibile) su tutt®&?” le seguenti funzioni:

(a) f(w,y) = 22 (0)f(z,y) = zylog(z® + y°)

-y
Sol.: (a): la funzioneeé definita al di fuori della retta = x. Poniama = x —y. Ricordando
che

sin 2t
sin _ 5

lim
t—0 t
possiamo estendeyfecon continuid sulla rettay = x ponendof (z, ) = 2.

(b): f noné definita soltanto nell’origine. Abbiamo

1
[zylog(z® + y?)| = |ay||log(z® + y?)| < §($2 + ) log(2* + y°)

e I'ultimo membro delle disuguaglianze converge a 0 nell’origine. Quindi la funzione data pu
essere estesa ponenfi®, 0) = 0.

2 Derivate parziali e differenziabilita

Definizione 2.1 Una funzionef definita in un intorno di un punto di coordinate, y) ammette
derivate parziali in tale punto se esistono finiti i due limiti
fl+hy) — flz,y) fl@,y+h)— f(z,y)

s h e jim h

Tali limiti si diranno in tal caso rispettivamentderivata parziale rispetto a = e derivata
parziale rispetto ay della funzionef nel punto(z, ).

Per il seguito indicheremo le derivate parziali di una funzigmspetto ad una variabile con
il simbolo f indicizzato dalla variabile rispetto a cui si deriva (ad esempio, la derivata parziale
di f(z,y) rispetto alla variabiler sa@ indicata conf,). Analogamente, le derivate parziali
seconde saranno indicizzate dalle variabili rispetto a cui si deriva nell'ordine di derivazione
(fsy indiches la derivata dif, rispetto ady).

Esercizio 6: Calcolare le derivate parziali delle seguenti funzioni nei punti interni ai loro
insiemi di definizione:

(a)f(x,y) = i;f; () f(x,y) = V1 + a2
(o) f(z,y) = zylog(z® + y°) (d)f(x,y) = sin(zy)

Sol.: (a): deriviamo prima rispetto a e poi rispetto a

4y —(@-y) 2
(z +y)? (z +y)?

f:t::
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—(@+y)—(@-y -2

o= (z +y)? C (w+y)?

(b):

PR

SRV

Poicle nell’espressione di non compare la variabilg
fy =0
(c):
2z

_ 2 2
fo =ylog(z” +y )+xyx2—+y2

Poicle f & simmetrica nelle due variabijfj, ha la stessa espressiongfg{in cui scambi il ruolo

di x edy). Dunque
2y

x4+ y?
(d): anche in questo caso una volta determingt#altra derivata parziale si ottiene per
simmetria:

fy = zlog(z® + y*) + zy

fo = ycos(zy)

fy = wcos(zy)
Esercizio 7: Verificare che la funziong(z,y) = /22 + y?> non ammette derivate parziali nel
punto(0, 0).

Sol.: Basta verificare che sugli assi coordinati la funzione @alerivabile. Infatti s¢g = 0
abbiamo

f(x,0) = Va? = |z]
che non ammette derivata per= 0. Per simmetria se = 0
f(0,y) =yl

da cui segue che non esistofioné f, nell’origine.

Definizione 2.2 Sianox,h € R". Una funzionef & differenziabile nel puntox se esiste una
funzione lineard. : R" — R tale che

o F ) = f(x) = L)

=0.
h—0 ‘h|

Il funzionaleL si dice alloradifferenziale di f e si ha



Esercizio 8: Verificare che la funzione

Ty .. 070
o= {57 S0 200
0 Se(x7y> - (0,0)

e continua ma non differenziabile nell’origine.
Sol.: Si ha

1
=5 T4y

Ty
V2 + y?
da cui segue la continaitin (0, 0).
Calcoliamo le derivate parziali prime di

f(h,O) B f(0,0)

ed analogamente
Tuttavia
im = lim —
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (h,k)—(0,0) h? + k2

e tale limite non esiste (si veda I'esercizio 3). Dungugoneé differenziabile nell’origine.

Esercizio 9: Verificare che la funzione

[l y) = |zyl®
(o > 0) e differenziabile nell’origine se e solo se> 1/2.
Sol.: Poicte la funzionee identicamente nulla su entrambi gli assi coordinati abbiamo
f2(0,0) = f,(0,0) = 0. La condizione di differenziabilt diventa quindi
I |hk | 0
m —=
(h,k)—(0,0) \/h? 4 k2

Si tratta quindi di studiare la funzione di due variabili

g(z,y) = eyt
! /2 +y2

Guardiamo cosa avviene sulle refte- ma:

Sea < 1/2 abbiamo

lir%g(x,mx) = +00
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indipendentemente dal valorerdi Pera: = 1/2 il limite cercato non esiste. Osserviamo inoltre

che
[t = (VBR)* < (VE + i2)* = (* + u?)*

per ognit,u € R. Dunque perx > 1/2 abbiamo

x @ $2+ 2\«
|9(37>y)| - ‘ y‘ S ( Yy ) — (ZE2 +y2)a—1/2
\/ﬁy2 \/Wy2

che converge a 0 quando, y) — (0,0). Ne segue la differenziabiditdi f pera > 1/2 come
voluto.

Esercizio 10: Stabilire se in(0,0) risulta continua, derivabile o differenziabile la funzione
definita daf (0,0) = 0 e, per(z,y) # (0,0), da:

1 —coszxy
flz,y) = e
Sol.: Calcoliamof sulle rettey = mx
1 —cosma® 1—cosma? m? 1 m?
f(g;,mx) = = _— —
(1 +m*)zt m2zt 1+ m?* 2—0 21+ m?

Pertantof none continua g differenziabile in0, 0). Peo € derivabile:f e identicamente nulla
sugli assi coordinati dunque

f:(0,0) = £,(0,0) =0
3 Altri esercizi svolti

Esercizio 11:Estendere con continaifdove possibile) su tutf®? le seguenti funzioni:

(a)f(2,y) = 2 (0)f (@) = St

Sol.: (a): f € definita al di fuori degli assi coordinati. In questo cas@pesserviamo che
sull'iperbolexy = 1 (come su tutte le iperbotiy = ¢t cont > 0) la funzione vale identicamente
1, mentre sulle iperboliy = t cont < 0 la funzione vale -1. Non esiste quindi il limite di
sugli assi coordinati e la funzione non si estende.

(b): f noneé definita sulla retta + y = 0. Ponenda 4+ y = t abbiamo

Coet—1 1
lim = -
t—0 3t 3
e dunque la funzione si estende ponerido, —z) = %

Esercizio 12: Calcolare le derivate parziali delle seguenti funzioni nei punti interni ai loro
insiemi di definizione:

() f(z,9) =22 () f (z,y) = yu

(@ f(z,y) = (1+ 1) (d)f(z,y) = 2"



Sol.: (a): abbiamo

2% _ 6%logZ
da cui
fo = —ex%210g 2 % = 27 log2 %
T x
1 4 1
fy = e:'82]0g 2 — = 27 log 2 —
T T
(b): scriviamof come
ylogr — elogmlogy
Calcoliamof,
1 1
fx — elogxlogy_ logy — ylogac_ logy
T T

e per simmetria
1 1
fy — elog:r:logy_ lOgl’ — ylogx_ logx
) Y
(0): f(z,y) = (14 Ly = evloe(+2) da cui

11 Ly
(1—|—§):L'2_ x x?

mentre X X X
£y = eV 80+ 10g(1 + E) =(1+ ;)y log(1 + E)
(d): abbiamar®” = e*’leg® — ¢ gz Ne segue

w yylogar +1
" ——

=2 2¥ Y ylogx + 1)
x

fx _ eeylogZIng (eyloga:g IOgZIZ' + eylogxl) —
T T
mentre perf, si ottiene

ylogx Yy
fy — logxeylogxlong = 2 xy(logx)2

Esercizio 13: Calcolare le derivate seconde delle seguenti funzioni nei punti interni ai loro
insiemi di definizione e verificare che le derivate seconde miste sono uguali tra loro:

(a)f(x,y):% (b)f(x,y) = V1 + a2
(o) f(z,y) = zylog(z® + y?) (d)f(z,y) = sin(zy)

Sol.: Abbiamo g& calcolato nell’esercizio 6 le derivate parziali prime di queste funzioni. Si
tratta quindi di derivare ancora rispetto alle due variabili.

(a): abbiamof, = 3, f, = — 1o da cui
P f _2@+y)’—dyl@ty) _ 2z—y)
B R ) L (z+y)* (z+y)?



s :_2(x+y)2—4x(a:—l—y) :2(:p—y) s 4x
. (x +y)* (@+y3 7 (z+y)?

(b): daf, = = Jy = 0 otteniamo

) EEE—— JC2
1 + :L‘Q - ‘/1+$2 1

fow = 1+ 22 :(m)g Jey =10
fym:fyy:O

(c): le derivate prime song, = ylog(z® +y?) +xy %, f, = vlog(2” +y°) +xy T,szyz-

Ne segue

2xy 41>

T — +
f I‘Q _|_y2 (.TZ _|_y2)2
Per calcolaref,, riscriviamo f, nella forma seguente:

x? 4 12
Dunque
222 2y 422y
oy =1 2 192 — =
fuy = log(x +y)+x2+y2+y(x2—|—y2 (22 + y2)?
222 2y(z? + y?) — 4a?y
= log(z? + ¢/* =
Og(SC + Y ) + I‘Q + y2 ( (.T2 + y2)2
2 2 .2
=1 2 2 2 2—y L -
Og(I +y )+ I’2+y2 + Y (I2+y2)2
rt + ot
=log(v® + ¥*) + 2—— "
og(r” +y7) + 7+ )
Analogamente riscriviamo I'espressionefii
29/
— 2 2
fy =X (log(x +y )‘f‘m)
Con gli stessi passaggi di prima otteniamo
21 2x 4xy?
_ 2, 2 _
Fye = logl(e™ +97) + 2" (x2+y2 (@ +y??)
2y2 22— y2
=1 2 2 9 2 —
og(z” +y°) + g + 2z 1
rt + ot
=1 2 NNy o I
og(x® 4+ y°) + @1
mentre per l'ultima derivata
21y 4oy

foy = 22 1 2 + (22 + y2)2
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(d): abbiamof, = ycos(zy), f, = x cos(xy) da cui
fee = —y*sin(zy) fay = cos(xy) — xysin(zy)
fye = cos(zy) — xysin(zy) fyy = °sin(xy)
Esercizio 14:Verificare che la funzione

B ﬁif/y'z se(z,y) # (0,0)
fla,y) = {0 se(z,y) = (0,0)

ammette derivate seconde miste distinte nell’origine.

Sol.: Verifichiamo chef e continua nell’origine:

3y 1 1
v |« 2D« D2 2 0
x2+y2 =7 2~ 2(1‘ +y ) (x,yﬁ0,0)
Abbiamo
C 3aty(a? +y?) — 22ty aty + 3a?yP
fﬂc - (x2 +y2)2 - (x2 +y2)2
mentre
P x3(a:2 + yz) . 2x3y2 B 5 — x3y2
Y=

(@2 +y2)?2 (a2 +y?)?
per ogni(z,y) # (0,0). Siaf, che f, convergono a 0 nell'origine:

fu] = aty + 3%y’ = |22y T+ 3y §|x,
zl (x2—|—y2)2 o Yy (x2+y2)2 =9
x5—x3y2 2_y2
|fy| = ﬁ = |ZI)3| 2 2\2 | — |._'23'|
(22 +y?) (22 +y?)
D’altra parte

quindi anche le derivate parziali prime sono continue.
Calcoliamo allora le derivate parziali seconde miste nell’origine:

f=(0,h) — £:(0,0)

. fy(h70)_fy(0>0) IERT h -



Esercizio 15: Stabilire se la funzione
flzy) = Ver+y?

e differenziabile nell’origine.

Sol.: Abbiamo
fa(0,0) = i h e
e per simmetria
f4,(0,0)=0
Per la differenziabili dobbiamo quindi verificare se
i R = f(0,0)
(hk)—=(0,0)  /h% 4 k2

Ma

, f(h,k) — £(0,0) _ sinvh2 + k2 — /h? + k2 . sint—t

lim = lim = im =0
(k=00 /b2 + k2 (hk)=(0,0) h? + k2 =VIZERZ =0 32

Dunquef é differenziabile in(0, 0).

Esercizio 16: Stabilire se in(0,0) risulta continua, derivabile o differenziabile la funzione
definita daf (0,0) = 0 e, per(z,y) # (0,0), da:

1 —coszxy
ZEZ + yQ

x? + 3y?

(b)f(z,y) = xlog — )

(a)f(z,y) =
Sol.: (a): possiamo scrivere

1 —coszy (ry)?
—
(zy)? 22+ y? @y)—(00)

f(x,y) =

Dunquef e continua nell’origine. Per un ragionamento del tutto analogo a quello dell’esercizio
10 f e anche derivabile e le sue derivate parzialitir)) sono nulle. D’altra parte
f(h,k) — f(0,0) . 1 — cos hk . h2k?

lim = im = - im
(hk)—(00)  \/h?+ k? (hk)—(0,0) (VR% + k%)% 2 (hk)—(00) (VR + k?)3

da cui segue ch¢ e anche differenziabile.
(b): abbiamo

2y2
|f(z,y)| = |zlog(1 + W> <ly




Pertantof e continua nell’origine. Inoltrg € nulla sugli assi coordinati da cui
f2(0,0) = f,(0,0) =0

Tuttavia -

(h,k)—(0,0) Vh? + k? (hk)=(0,0)  /h%+ k2
e tale limite non esiste (@isi pw vedere ad esempio sulle rette= mh). Ne segue ch¢ non
e differenziabile.
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