Esercitazione n°4

1 Seriedi Taylor

Esercizio 1: Verificare che la funzione

—1/22
fla) = {e sex #0

0 sex =0

pur essendo C* non é sviluppabile in serie di Taylor in 2 = 0.
Sol.: Determiniamo le derivate di f:

: 2 —1/x?
0= f(0) :glclir(l)—ﬁe /

Procedendo per induzione si vede che le derivate di h(x) = e~'/*" sono il prodotto di h(z) per
un polinomio nella variabile y = 1/x. Poiché

1
glclg(l)h(x)xﬁ 0 VB>0
abbiamo per ognin € N
lim f™(z) =0

z—0
Pertanto lo sviluppo in serie di f(z), se esistesse, dovrebbe essere identicamente nullo e non
potrebbe convergere a f.

Esercizio 2: Utilizzando lo sviluppo di (1 + x)* determinare lo sviluppo in serie di ——;.
Sol.: Si ricordi che definendo

(a) )1 sen =0
n T a(a—l)-;-l(!a—n—l-l) sen>1

lo sviluppo di (1 + =) risulta

> ()

Poniamo y = 2. Sappiamo che

Vity=(1+y)'?= f: <1T/LQ)?/”

n=0



da cui

v = 3 (1)

La funzione che cerchiamo é la derivata di v/1 + 22. Dunque

x - - 1/2 2n—1
()

n=1

Possiamo esplicitare meglio lo sviluppo in serie calcolando il coefficiente binomiale:

(17/L2) _1/2(=1/2)- -7-1!(1/2 —n+1) _ 1yl 32n (273 -3) _ (_1)n_1(27(12;)i)!!
e T = n(2n =311 o = g (2K — ! 2k+1
JIt2 ;(_1) 2n 2" = ;(_1) Qe "

Esercizio 3: Determinare lo sviluppo in serie di f(z) = arcsin .

Sol.: Osserviamo che arcsinx € una primitiva di 1/4/1 — 22, Ancora dallo sviluppo di

(14 x)* abbiamo
1 = [(—1/2 on
- :Z( . )(_1)%

Orapern > 1
(—1/2) _ —1/2(=3/2)---(-1/2—n+1) _
n n!
n1-3:-5---(2n—1 . (2n — 1!
= (=) 2”-7(1! ):(_1) ( (2n)!!>
da cui

_ (2n — 1) (2n — 1)1 g2t
arcs1nx:/<1+z @) dr = x—l—z el 211

n=1

Esercizio 4: Sviluppare in serie di Taylor la funzione

4

J(w) = (1—2)(1+3zx)

Sol.: Spezziamo f nella somma di due frazioni il cui denominatore sia di primo grado:

4 A N B 1 L3
(1—2)1+4+3z) 1-2 143z 1-2 1+3x




Abbiamo

1 = .
1_x:;x Vo e (—1,1)
mentre
3 o0 o0
=3 —3z)" = —1)n3ntlpn Yy —1/3,1/3
da cui

f(z) = Zx" + Z(—l)”i’:"“x" = Z [1+ (=1)"3" "] 2"

n=0
nell’intervallo (—1/3,1/3).
Esercizio 5: Sviluppare in serie log x per z € (0, 2).
Sol.: Il logaritmo é una primitiva di 1/x. Dunque

I
|
I
—~
—_
~—
3
+
=
—~

2 Logaritmo e potenze ad esponente complesso

2.1 Logaritmo complesso
Dato un numero complesso z, esso puo essere descritto nella forma

oy = ‘Z|eiArgz

dove Arg z & un angolo variabile nell’intervallo (—, 7].
Possiamo quindi definire la funzione

Logz =log|z| +iArg z
Osserviamo anzitutto che poiché
e — cos 2km +isin2kr =1 VkeZ

abbiamo non solo

Logz __ elog\z|€iArgz

€ =z

ma anche

eLog z+2kmi _ elog \z|67, Arg z62k7rz —



D’altra parte, se ¢* = ¢* allora
V=1 & z—w=2%km kezL.

Dungue una volta trovata una delle determinazioni del logaritmo, tutte le altre si ottengono
a partire da quella aggiungendo multipli interi di 2.

Esercizio 6: Mostrare che
Log(i — 1)® # 2 Log(i — 1).

Sol.: Abbiamo .
i—1= \/§€z3w/4
da cui X , ;
2Log(i—1) =2 (5 log2 + zzﬁ) =log?2 —l—i?ﬂ
Invece

Log(i — 1)? = Log(—2i) = log2 — zg

Nota: si osservi che si ha sempre
Log(ab) = Loga + Logb mod 271

Possiamo anche definire il logaritmo sui complessi stabilendo che I’argomento vari nell’in-
tervallo [0, 27) anziché in (—m, 7]. In tal caso poniamo

log z = log |z| +iarg 2 arg z € [0, 2m)

Proposizione 2.1 Non esiste alcuna funzione g(z) continua su C \ {0} tale che ¢9¢) = »
VzeC\{0}.

DiM. Se esistesse una tale funzione g si dovrebbe avere in C\ R™
g(z) = Log z + 2k mi

mentre in C \ R*
g(z) = log z + 2komi

per qualche k1, ko € Z Ora, nel semipiano {Sz > 0} le due funzioni Log = e log z coincidono,
mentre in {3z < 0} abbiamo log z = Log =z + 2mi. Le costanti k; e ky dovrebbero quindi
soddisfare (rispettivamente nei due semipiani) le relazioni

ky = ko
ky =ko+1

che non possono essere mai verificate. O

Esercizio 7: Determinare tutte le soluzioni di ¢* = /3 + 1.

4



Sol.: Come prima cosa scriviamo /3 + i nella sua forma trigonometrica:

\/5—1-2'22(:osz+isinZ
6 6

da cui

log(V/3 4 i) =1log2 + z%

Dunque si ha e* = /3 + i se e solo se
z:log2—|—z%+2km' ke

Esercizio 8: Determinare tutte le soluzioni di e* = —i /2.

Sol.: In forma trigonometrica

1 1( 7T+.. 7T)

—— = —(cos—= +isin ——

2 2 2 2
da cui ,

Log(—%) = —log2— zg

e dungue le soluzioni cercate sono

z:—logQ—zg—l—kam' ke

2.2 Potenze con esponente complesso

Una volta definito il logaritmo, possiamo definire anche le potenze ad esponente complesso
ponendo:

w? = ezLogw

Tale espressione é detta determinazione principale di w?. Esistono in generale piu determi-
nazioni di una potenza complessa, com’e ovvio ricordando che esistono infinite determinazioni
del logaritmo.

Cerhiamo di stabilire quante sono tali determinazioni. Per far cio verifichiamo quando si ha

ez(Log w+2kmi) _ ez(Logw+2h7ri)

Tale condizione é verificata se e solo se

62k’zm — 62hz7rz

ossia se e solo se
62(k—h)z7ri -1

Cio é possibile solo quando h = k (per ogni z) oppure quando (k — h)z & intero, e dunque z &
razionale.



Se dunque z = p/q, abbiamo
eP/a (Logw+2kmi) _ ,p/q-(Logw+2hmi)

seesolose £k = h mod ¢, pertanto w?* assume esattamente ¢ valori distinti, mentre se z ¢ Q
w? assume infiniti valori distinti.

Esercizio 9: Determinare tutti i possibili valori di i'/2.

Sol.: L’esponente é razionale, pertanto esistono solo due valori distinti per tale potenza:

i1/2 — plogit2kmi)/2 _ J1/2logitkmi _ 4 1/2im/2 _ 4 gim/4 _ ii(l +i).

V2

Esercizio 10: Determinare tutti i possibili valori di i°.
Sol.: Abbiamo

i pillogit2kmi) i(im/2+2kmi)

i — e—(7r/2+2k7r) ke,

=€

Esercizio 11: Determinare tutti i possibili valori di 11~
Sol.: Abbiamo

11—i _ e(l—i)(log 1+2kmi) _ 6(1—i)(2k7ri) — e(1+i)(2k7r) — €2k7r ke,

3 Altri esercizi svolti

Esercizio 12: Dimostrare che la funzione f(x) = (1+z)® & sviluppabile in serie di Mac Laurin
nell’intervallo (—1, 1) e determinarne lo sviluppo in serie per a € R.

Sol.: Calcoliamo le derivate di f nel punto =z = 0. Abbiamo
fl(x) = a(l +x)*!

f'(x) = ala = 1)(1 +2)°7?
e quindi per induzione

J@(x)=ala—1)- (a—n+1)(1+ax)*"

(a) )1 sen=0
n T a(a—l)-;-l(!a—n—l-l) sen Z 1

> (0)

n=0

Se poniamo

la serie cercata
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Dobbiamo per0 effettivamente dimostrare che la somma di tale serie sia la nostra funzione f(x).
Anzitutto osserviamo che, nel caso in cui « sia un numero naturale, tale somma e finita e

coincide con la formula del binomio di Newton applicataa (1 + z)*.

Se invece o ¢ N abbiamo dal criterio del rapporto

awil 1G] Jata = 1)< (a—n)| nl _Ja—n]
|| 1(%)] (n+1)! la(a—1) (@ —n+1)| n+1
da cui
i (il o le=nl

Ne segue che il raggio di convergenza della serie & 1. Poniamo ora nell’intervallo (—1, 1)

n=0

Facciamo vedere che il rapporto ¢g(z)/f(x) & costante. Allora, poiché g(0) = f(0) = 1,
otterremo che ¢ coincide con f, la quale é dunque sviluppabile in serie di Taylor. Abbiamo

d

o l9(@)(L+2)7 = g'(2)(1+2)"" —ag(2)(1 +2)7 7 = (142) 7 g/ (2)(1 +2) — ag(@)]

Vogliamo quindi mostrare che '(x)(1 + z) = ag(x):
CEINES
da cui
(1+2)g'(z) = in(z)x_l v in(Z)x —a+t 2 [(n+ 1)(ni1) —i—n(Z)} 7

Abbiamo inoltre

(”“>(ni1>+”(a) :a(a—n---(a—n)+na(a—1)---Fa—n+1):

n

da cui

come voluto.

Esercizio 13: Sviluppare in serie di Taylor la funzione
f(z) = cosh(z).
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Sol.: Dalla definizione del coseno iperbolico si ha

eI _'_ e—I
cosh(z) = ————

2

Conosciamo lo sviluppo in serie di e*
o n
x
e’ = —
>
n=0

da cui ricaviamo

n=0 ’ n=0
e quindi
cosh(z) = + f: SRR A P liu PR
2 |~ n! — nl| 2 nl
1 0 x2n 0 x2n
SONEay
24 (2n)! = (2n)!

Esercizio 14: Determinare lo sviluppo in serie di Taylor della funzione
f(z) = sinh(x).

Sol.: Si puo procedere in due modi. Il primo consiste nell’utilizzare, come nell’esercizio
precedente, la definizione del seno iperbolico e lo sviluppo di e*. Altrimenti possiamo osser-
vare che il seno iperbolico & una primitiva del coseno iperbolico. Dunque grazie all’esercizio
precedente, ricordando che sinh(0) = 0, abbiamo

2n+1

sinh(z :Z (2n+ 1)!

Esercizio 15: Sviluppare in serie log , /X2 per z € (—1,1).

Sol.: Si noti che
log i—i = % [log(1+ ) — log(1 — z)]
Ora .
2
log(1+z) = ;(—1)”“;
mentre ~
log(1 — ) o
n



da cui segue

n

I+ 1| 1T e T o
log 1_f§[Z<‘”“;+Z; 2 oni

n=1 n=1 n=0

Esercizio 16: Determinare tutte le soluzioni di e* = 1 -+ «.
Sal.: In forma trigonometrica

1+i= \/§(COSE +isinz)
4 4
da cui

1
log(1+1) = 5 log2 — z%

e dungue le soluzioni cercate sono

1
z:510g2—i%+2km' keZ.

Esercizio 17: Determinare tutti i possibili valori di i? tramite la definizione di potenza com-
plessa.

Sol.: Abbiamo

2 _ p2(logit2kmi) _ 2(im/2+2kmi) _

i —e im(l44k) _ 1

(&
Esercizio 18: Determinare parte reale ed immaginaria di e* per ogni z € C.

Sol.: Scriviamo z in forma trigonometrica fissando I’argomento nell’intervallo (—, 7].
Allora

z = |z|elArez
da cui
oF — olHletAEE _ Jz|(cos(Arg 2)+isin(Arg 2))
= elHleosArez (cog(| 2] sin(Arg 2)) + i sin(| 2] sin(Arg 2))).
Dunque

R(e*) = el*lcsAre= cog(| 2| sin(Arg 2))

J(e?) = el*leosAre= gin(|2] sin(Arg 2))



