Esercitazione 18

1 Successioni di funzioni

Esercizio 1: Studiare la convergenza (f, 1) della successiongf,, } dovef, (z) = T
Sol.: Si verifica facilmente che

lim f,(z)=0 V€ (0,1)

n—oo

mentre
lim sup |f,(z)] = lim n = 400

da cui si ricava che la convergenza ronniforme (anche se il limite continuo).
Esercizio 2: Studiare la convergenza 8udella successiongf,,} definita da

falz) =

1 n<z<n+1
0 altrimenti

Sol.: Anche in questo casor € R
lim f,(z) =0
Si vede facilmente che
sSup fn =1
R

dunque la convergenza neruniforme suR, mentre su ogni intervallo chiuse, b] abbiamo per
ognin > b

sup f, = 0
[a.0]

pertanto sugli intervalli limitati si ha convergenza uniforme.
Esercizio 3: Verificare che la successiof¢, } definita da

1 1

0 altrimenti



converge puntualmente ma non uniformement@sl, tuttavia vale il passaggio al limite sotto
il segno di integrale.

Sol.: Si vede facilmente che il limite puntuale della successilafunzione nulla. Tuttavia
la convergenza noa uniforme percé I'estremo superiore dellg, vale \/n e diverge pem
tendente ac. Invece

1 l/n 1 1
folx)dr = Vndr =vn—=—— — 0

/0 (@) 1/2n 2n  2y/n n—oo
come voluto.

Esercizio 4: Verificare che la successiof¢, } definita da

an’z 0§l‘<%

— b 1 b
fol@) = § tgne +55n o <@ <y
0 b<a <y

cona > 0, b > 1 converge puntualmente ma non uniformement@sti, e che pex f,,} non
vale il passaggio al limite sotto il segno di integrale.

Sol.: Il limite puntuale di{f,} € ancora una volta la funzione nulla, pdéctintervallo
[b/n,b] tende all'intero intervalld0,b]. Comunque il massimo dellg, (che sono funzioni
continue)e raggiunto per = % e valean che peo diverge pem tendente ax. dunque la
covergenza noa uniforme. Calcoliamo l'integrale dellg,:

b 1/n b/n b
/ofn($)dx:/o Cln2$d£l?+/1n (1ibn2x+ba_—1n> dxz%%—

a [n®z? by a (b0 —1—20>+2b a alb—-1)
— bna =5t =—+——-+=ab
1—-0] 2 1/n 2 1-=0b 2 2 2

_|_

Tale integrale non dipende dae non pw dunque convergere a 0 come vorrebbe il teorema di
passaggio al limite sotto il segno di integrale.

Nota: Si osservi che il grafico delle funziorfi, ha la forma di un triangolo di basg'n
ed altezzaun. Dunque l'integrale si pti calcolare anche come area del triangolo e si ottiene
nuovamente

2 Serie di funzioni

Definizione 2.1 Una serie di funzioni convergeuntualmente (risp: uniformemente) in un
intervallo 7 di R se la successione delle sue somme parziali converge puntualmente (risp:
uniformemente).



Definizione 2.2 Una serie convergéotalmente in / se esiste una serie numerida - M,
convergente a termini positivi tale che

|fu(2)| <M, Vaxel ¥neN.
Ricordiamo inoltre che
convergenza totales- convergenza uniformes- convergenza puntuale

Esercizio 5: Verificare che la serie di funziofyi_~ | f, dove f,(z) = ~ii5 converge total-
mente inR.

Sol.: Cerchiamo di stimare I¢, con il loro estremo superiore. Abbiamo

xt + 3nt — 42t n*—x*

he) =g = Sy sy

e si annulla solo per = +n. Il massimo dif,, si raggiunge dunque per= n e valel/(4n?).
Se poniamo dunqu/,, = ﬁ abbiamo per ogni

| fal < M,
e laseriey | M, converge.

o0

Esercizio 6: Verificare che la serie di funziofi_ _ , f, dove

0 altrimenti

fn(x)—{l/n n<r<n+l

converge uniformemente ma non totalmentélint-oo).
Sol.: Calcoliamo la somma parziale delfg. Abbiamo

Sk(x)IZfi(x) = {é/l sreitd

r>k+1

Il limite delle somme parziak dunque la funzione
1
flx) = A Vo eli,i+1),VieN

La convergenza uniforme. Infatti

1
Sup |sk(z) — fz)| = Pl
che converge a 0 pértendente ac. Tuttavia ogni serie numerica che abbia termine generico

M, per cui
1
Fa@) < - <M,

non pw convergere (perémaggiora la serie armonida, -, % che diverge). Non si guquindi
avere convergenza totale.



2.1 Serie di potenze
Ricordiamo che per le serie di potengér) := > °  a,z" vale il seguente

Teorema 2.3 Se la serieS(z) converge in un puntg # 0 allora converge totalmente in ogni
intervallo chiuso e limitato contenuto {3 |¢[, |£]).

Ha quindi senso parlare dedggio di convergenzap di S(x), dove
0 :=sup{z € R" | S(z) converge inr}

Per determinare il raggio di convergenza di una serie di potenze si possono usare i due
seguenti criteri:

Teorema 2.4 (Criterio di Cauchy-Hadamard) Sia/ := lim,, ., {/|a,|. Allora

1
=
dove s¢ = 0 o = oo, mentre sé = oo o = 0.

Teorema 2.5 (Criterio di D’Alembert) Sia/ := lim,, . lans1l  Allora

|an]

1
e=7

dove s€ = 0 p = oo, mentre sé = oo o = 0.
E’ importante notare che al bordo dell'intervalle-o, ) non si pw stabilire a priori la
convergenza della serie.

Esercizio 7: Verificare che il raggio di convergenza di
> "
n=1

vale 1 e che per = 1, —1 la serie non converge.

Sol.: Poicté a,, = 1 per ognin, dal criterio di Cauchy-Hadamard si ha

(= lim V1=1

n—oo

da cuip = 1. Perz = 1 tale serie ha termine generico uguale ad 1 e divergexPer—1 il
termine genericeé (—1)" e la serie risulta indeterminata. Dunque no&@dnvergenza al bordo
dellintervallo (—1,1).

Esercizio 8: Verificare che il raggio di convergenza di

o0

"
Z n
n=1

4



vale 1 e che per = 1 la serie non converge, mentre si ha convergenza per-1.
Sol.: Dal criterio di D’Alembert

da cuip = 1. Perx = 1 la serie data coincide con la serie armonica, dunque diverge, mentre
perz = —1 abbiamo la serie numerica

n=1

che converge per il criterio di Leibnitz per le serie a segno alterno.

Esercizio 9: Verificare che il raggio di convergenza di

o0 n

>
n2

n=1

vale 1 e che per = 1, —1 la serie converge.

Sol.: Ancora una volta dal criterio di D’Alembert abbiamo
2

(= 1lim —— =1
ntoo (n+ 1)?
dunquep = 1. Inz = 1 la serie diventa
1
n?

n=1

che converge. Im = —1 invece abbiamo

00 _1)
Z(nz)

che converge per il criterio di Leibnitz.

Esercizio 10: Determinare il raggio di convergenza di

o0 oo

no 1 n
@25 O G

n=1 n=1

Sol.: (a): Dal criterio di D’Alembert abbiamo

(= lim =1
n—oo 1, + 2 n
da cuip = 1.
(b): Dal criterio di Cauchy-Hadamard
1 ) 1 1

(= lm | —— =1 —-
e\l B 1/n)r a3+ 1/n 3

da cuip = 3.



3 Altri esercizi svolti

Esercizio 11: Verificare che la successiodd, } definita daf,,(z) = nf;z converge puntual-
mente ma non uniformemente Bu

Sol.: Per ogniz € R abbiamo
lim f,(x)=0

n—oo

Inoltre 0 < f,,(x) < 1 suR e dunque

R Tr——400

n—oo

Ne segue ché¢f,} non converge uniformemente i

Esercizio 12: Studiare la convergenza puntuale delle serie di funzioni

[e.9] o0

(a) Z %e‘”’” (b) Z %e‘m

Sol.: (a): Perz < 0 la serie non converge per&lil suo termine generico naninfinitesimo.
Perz = 0 la seriee identicamente nulla (dunque converge). Quando invese) dal criterio
del rapporto abbiamo

n

: _ n . _ _
lim e~ (e Zene — iy er=e"<1
dunque la serie converge puntualmente.

(b): Come prima per: < 0 il termine generico della serie naninfinitesimo. Per = 0

pero la serie data coincide con la serie armonica e non converge. Pérabbiamo

1
lim ?e_(”ﬂ)x ne™ =" <1
n—oo M,

Quindi si ha convergenza puntuale solo per 0 e non perr > 0 come nel caso precedente.

Esercizio 13: Verificare che la serie di funzioni
oo

S

n=1
converge uniformemente ma non totalmenté ia [0, 1].

Sol.: Abbiamo
z" 1
sup — = —
I n n
dunque la serie non puconvergere totalmente. Per= 0 la seriee nulla, mentre per ogni
0 < z < 1 tramite il criterio di Leibnitz per le serie numeriche otteniamo la convergenza

puntuale ad una funziong Sias; la somma dei primk termini della serie data. Allora

.CEk+1 1

f(@) =) € 27 < 5

6



da cui segue che la convergerzanche uniforme.

Esercizio 14: Stabilire per qualic > 0 convergono le serie
=1 =1

@Y — Y —

n=1

n=1

ed il tipo di convergenza.
Sol.: (a): Perxz < 1 abbiamo (poic1/z > 1)

o0 1 o0
Zmnzzl

n=1

S|

dunque non si piavere convergenza puntuale. Rer 1 invece dal criterio del rapporto

n 1
lim — = 2

n—oo (n 4 1)antl  x

pertanto la serie data convergente per > 1 ad una funzionef. Non si pw avere la
convergenza totale pergh
1 1

sup — = =
(L"roo) nx n

e la serie armonica diverge. Invece

sup [f(z) — si(z)| = sup A= 2y
(1,400) (1,400) n;l n n;ln

che tende a 0 pér — oo. Quindi la serie converge uniformementgin+oo).
(b): possiamo applicare il criterio della radice

1 1

n

lim
n—oo \ m2z" I
Dunque ser < 1 non si pw avere convergenza, mentre per> 1 la serieé stimabile nel

seguente modo

=1 =1
Zn2xn§2$

n=1 n=1

Si ha dunque convergenza totalg in+4-oco).
Esercizio 15:Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie

(a) Z ol (0) n! on (c) 5n
n=1 n=1 n=1



Sol.: (a): Dal criterio di D’Alembert

! 1
0= lim —" = lim =
n—oo (n—i—l)! n—oon + 1

da cuip = oco.
(b): Ancora dal criterio di D’Alembert

o (n+1)r2r n+ 1
CC e g Ty T

¢ = lim {/ i = 1
n—oo \ H” 5

Esercizio 16: Determinare l'intervallo di convergenza (ossia il raggio di convergenza ed il
comportamento al bordo) delle seguenti serie

da cuip = 0.
(c): Per Cauchy-Hadamard

da cuip = 5.

=, o 1
(a) 21 %33” (b) Z 3n 1 gniﬂn

Sol.: (a): Abbiamo

¢ = lim 1] = lim 2 . =
n—00 |an| n—oo/n+1 27 n—00 n+1

che implicap = 1/2. Perx = 1/2 la serie diventa

L
—Vn
che diverge poich per ognin > 1 si ha
L1
VT
Invece per: = —1/2 la serie
n=1

converge per il criterio di Leibnitz.
(b): Siha

1 1 1 1 1

0= lim /Jay] = lim {/——— = lim ¢ Y fm 1

Mim lan] = T {f 5i7gn ninio\/gn«l/g)nﬂ) 9nmoe \| (13" +1 9
8




da cuip = 9. Perz = £9 abbiamo inoltre

ed entrambe le serie non convergono périctoro termine generico noa infinitesimo.



