Soluzioni VIII
24/11/2003

Continuita in R2

Esercizio 1. (i) Osserviamo che f(z,y) ¢ un rapporto di due funzioni che
sono continue in quanto composizione somma e prodotto di funzioni continue
(nel loro insieme di definizione), inoltre il denominatore, per & # 0 non si
annulla, e quindi la funzione f e, essa stessa, continua.

(ii) Consideriamo per il momento solo z > 0 e passiamo in coordinate
polari:

x = pcosb
y = psinf

La funzione diventa

2
f(PCOSQ,pSiHQ):{ 2;20 se 0 # £m/2

= altrimenti
Y

dove § € (=%, 5) perche abbiamo preso x > 0 Quindi

lin% f(pcos@, psind) = 0.
p—
Questo risultato, pero, non basta per garantire la continuita nell’origine.

(ili) Osserviamo che

sup f(pcosf,psinf) = oo

—T<h<T

Quindi, questo ci induce a pensare che la funzione non sia continua in zero,

infatti se ci avviciniamo all’origine sulla curva xz = —1?® otteniamo
141 2 1

lim f(x,y) = lim Z + — i =
y—0- e=—y> y—0- 2 G —arctan(1/y?) 2

usando lim, . #(§ — arctan(r)) = 1. Quindi la funzione ammettendo due
limiti diversi non puo essere continua. Alla luce di cio lo studio dl caso z < 0
diventa superfluo.



Esercizio 2. (i) Considero la funzione 2 nel punto to = 1. Per il Teorema

di Lagrange, essendo t2 derivabile con derivata continua, possiamo affermare
che 3¢ € By (1) :

th—1=Sei T -1),

con |t — 1| < 1/2 per evitare valori negativi di ¢ per i quali la funzione t2
non e definita. Quindi, maggiorando,

t2 — 1) <|t—1| sup
Bji—1)(1)

5%71 < CCV|t - 1|7

| o

_ acsS—1 : : N
fiove Co = SUDp, ,(1) 5§2 , se |t.— 1| < 1/2. Notiamo che C,, esiste perche
e 'estremo superiore di una funzione continua su un compatto.

Osserviamo inoltre che

2 +y* =1 = l(z,y)]* = (0, )
[ 9)] = 100, DII(I(z, )] + 10, 1)])
< |(@y) = (0, DIz, »)| + (0, 1)])
= |,y = DIz, )| + 10, D]) < 3,

se |(z,y —1)] < <1 (infatti |(x,y)| +|(0,1)] < 14+ + 1 < 3). Tornando
alla nostra funzione e sfruttando quanto visto finora possiamo affermare che:

(@ +9)% — 1] < Cala® 4 — 1] = Cal (. y)? — |0, D < 3Cad <,

se 30 < 1/2 & § < 1/6. Infatti sotto quest’ultima condizione si ha che
|22 +y* — 1] < 1/2 e quindi possiamo applicare lo studio fatto sulla funzione
t2 con t = 2 4+ 2. Poniamo quindi § = min{z5-, 5 }-

Possiamo anche cercare di scrivere analiticamente il valore di C,. Ci sono
da distinguere tre casi: § > 1,5 = 1,5 < 1: nel primo caso la funzione ¢

crescente e quindi il sup si verifichera per £ = 3/2 quindi C,, = %(%)%_1 Nel

secondo 5 =1 e quindi Cy = 1. Nel terzo la funzione ¢ decrescente e quindi

il sup si verifichera per £ = 1/2 dunque C, = 2(3)2 71

(i) Siano t,ty € R e consideriamo la funzione sint. Per il Teorema di
Lagrange 3¢ € Bj_y(to) tale che

sint —sinty = (¢t — to) cos¢.
Passando quindi ai moduli e maggiorando otteniamo

|sint — sinty| < |t — to|supcosé = |t — to|
R
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per ogni t,ty € R. Sia (2o, yo) —1), stimiamo

1 1 1 a2 2 2
[sin— —sin(—1)| < |— — (—1)| = | LYY TV T
xy? xy? 212
1+ y| ,|W+H ﬂx+ﬂ
|2|y? |z|y? |2|y?

Ora se prendo § < 1/2 e |(z,y) — (—=1,—1)| < d si avra —3/2 < z,y < —1/2
Dunque

1
|sin — —sin(—1)] <20+ 40 + 85 = 146 < e.
Yy

Prendo quindi § = min{, 1}.

(ili) Sia tp = 1 et € B,y(1),0 < n < 1 allora usando il Teorema di

Lagrange e maggiorando la derivata prima del logaritmo otteniamo la stima

1
|logt —log 1| < |t — 1] sup 1/¢ < ‘1 |
By(1) -n

Ora, tralasciando per il momento questa considerazione, studiamo cost—1 =
cost — cos 0. Usando il polinomio di Taylor in 0 al primo ordine con il resto
di Lagrange possiamo affermare che 3¢ con || <t e

2 2

cost =cos0 —tsin( — Ecosﬁ =1- §cos§.

Quindi |cost — 1| < %
Ora torniamo al nostro problema; avevamo che |(z,y)| < § quindi |z|, |y| <
V&= = [(z,)], da cui [zy| = Jally| < |(r,y)P < . Allora

xy)? o4
-1 < < —
|cosxy — 1| < 5 S5
pongo n = min{ ,1} = % se, per esempio, § < 1. Dunque
-1 54
| log cos xy| < % < 2|coszy — 1] < 25 < €.

Sia quindi 0 = min{ /e, 1}.

Osserviamo che anche in questo esercizio, come nei precedenti, potevamo us-
are il Teorema di Lagrange, ma usando il polinomio di Taylor ci spingiamo
fino ad un ordine maggiore e quindi riusciamo ad ottenere una stima migliore
per 9.



Esercizio 3. Osserviamo che la funzione & continua in R? \ {0} essendo
composizione, somma e prodotto di funzioni continue. Ricordiamo che una
funzione f : R™\ {0} — R si dice positivamente omogenea di grado « se
vVt > 0 si ha

f(tzr) =% f(x), Vo eR"\{0}

ed inoltre si ha che una funzione f positivamente omogenea di grado « con-
tinua su R?\ {0} non identicamente costante puo essere estesa ad una funzione
continua su tutto R? se e solo se @ > 0 e f(0) = 0. La nostra funzione ¢&
positivamente omogenea di grado 2« — (3: infatti si ha

7520{|-"17?J‘0é 2 ’xy’a 2
fltz,ty) = ———= =1t a=f_171 ¢ O‘_Bf(x,y).
thl(z,y)|° (@, y)|°

Quindi
feECR?) & 20—F>0e <20

Esercizio 4. La funzione ¢ continua un R?*\ {z = 1} in quanto composizione,
somma prodotto di funzioni continue. Vediamo che succede nei punti (1, yo).
Se |(z,y) — (1,y0)| < 6 si ha che |y — yo| < d] e

lyl <lyo + 0| < |yo| +[0] < |yo| +1
sed<le
y* > min{(yo — 9)*, (yo + §)*} > min{(yo — 1)%, (yo + 1)*} =: My

percio
—(=L)2? _% _ My
ye o1 < (Jyo| + 1)e 07 < (|yo] + 1)e” 2 =e.

1 €
§=/——1log [ — ).
\/Mo g(|yo|+1)

Quindi basta prendere




