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Serie di Potenza e
Suceesioni di Funzioni

Esercizio 1. (1) Poniamo

(=)@ - 1"
27(3n — 1)

un(z) =

e applichiamo il criterio del rapporto a w,:
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e passando al limite si ottiene
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Quindi la serie converge se
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Per 2 = 3 la serie diventa
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che converge per il critrio di Liebnitz. Per x = —1 si ha
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che diverge. In conclusione la serie diverge puntualmente per —1 < x < 3.
(2) Poniamo
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e applichiamo ancora il criterio del rapporto:
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passando al limite otteniamo
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Quindi la serie converge se |z| < e™!.
(3) Poniamo
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e applichiamo il criterio della radice:
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Quindi la serie converge se |z| < 1. Mentre se x = %1 si ha che
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che corrisponde al termine n-esimo di una serie armonica generalizzata di
ordine 3 e quindi converge. In conclusione la serie converge se |z| < 1.

Esercizio 2. (1) Pongo

Se |z| > 1 allora si ha
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Se x = 1 abbiamo f,(z) = 27 —, 0. Se = —1 abbiamo 0 < f,(-1) < 25
e quindi f,(—1) —, 0. Ora se |z| < 1 abbiamo che |f,(z)] < 2 e quindi
converge a 0. Dalle considerazioni fatte possiamo dedurre che per |z] < 1
fulz) < % —,, 0 uniformemente. Vediamo quindi se f,, —,, 0 uniformente su
R. Dobbiamo quindi studiare supg | f,.(x)].

Distinguiamo due casi: n pari e n dispari. Se n € pari f,(z) ¢ pari e stret-
tamente positiva. Grazie allo studio della derivata prima otteniamo che la

funzione ammette tre punti di singolarita: ;1 = —\/—-14++vn+1, g =

0, ro = —x1, dove x1 e x5 sono punti di massimo e xy di minimo. Quindi
supg | fu(@)] = fu(w2) = 5y —n 0 Sen & dispari fu(x) < 0se z < —1

e fu(zr) > 0 se z > —1. Anche in questo caso la funzione ha tre punti

di singolarita: =1 = vV/—-1—+vn+1, 29 = 0,20 = V—1++/n+1, dove



xp ¢ un punto di minimo (ma f,(z1) < 0), x2 ¢ un punto di massimo

(e fu(z2) > 0), mentre zo ¢ un flesso. Dunque supy |fn(2)] = fo(x2) =
|fulz1)| = e oD % —, 0. Da cui si deduce che la funzione converge uni-

formemente su R e quindi anche in [1, 400).

(2) Pongo f,(x) = Lz
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Per quanto riguarda la convergenza uniforme in [—1, 1] possiamo affermare

che 5

lim sup |fu(z) — f(z)] < lim — =0
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e quindi converge uniformemente. La funzione f,(x) non puo convergere uni-
formemente su tutto R perche il suo limite puntuale f(z) non e continuo per

lz| = 1.

(3) Pongo fn(x) = n™" = en"loen,
Osserviamo che la funzione f,,(z) e crescente in x e che f,(z) > 1Vz. Ora se
x > 0siha f,(x) > n —, co. Mentre se z < 0 poniamo y = —z > 0 e quindi
possiamo scrivere f,(y) = e W — 1*. Si ha quindi convergenza puntuale in
E={zeR:z <0} elim, f,(z) = 1. Studiamo la convergenza uniforme in

[—7,0] con r > 0.

lim sup |f,(7) — f| = lim sup (n™ —1) = lim n — 1 = cc.
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Quindi non si ha convergenza uniforme in [—r, 0], e analogamente in qualsiasi
insieme che contenga lo 0. Proviamo a restringerci all’insieme (—oo, —¢] con
€ > 0, in modo da isolare lo 0.

lim sup |fu(z)— f|= lim (elcf‘n —1)=0.
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Riassumendo la funzione f,,(z) converge uniformemente a 1 nell’insieme (—oo, —¢
cone>0.



