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1. Siano a,b € Z, non entrambi nulli, allora il minimo comune multiplo di a e b (in breve, mcm
(a, b)) & quellinteroh e Ntaleche: 1)a|heb]|h; 2)heZea|h,b|h=h|h.
(L ’ipotesi che (a, b) # (0, 0), in questo caso, € un ’ipotesi di comodo, per studiare le relazioni tra
mcm e MCD; infatti si pud porre per definizione senza difficolta:

mcm(0,0) : = mcm(a,0) : = mem(0,b):=0.)
Poniamo x Z := { xk :k € Z }. Mostrare che:
(@) aZcbZsb]|a;
(b) siah:=mcm (a,b),allora:hZ=aZnbZ
(c) mem (ac, bc) =| ¢ | mem (a, b);
(d) MCD (a, b) =1 =mcm (a, b) =|ab|;
(e) MCD (a, b) mcm (a, b) = |ab|;
() mem(a,b)=|b|=a|b< MCD (a, b) =|a|;
(g) Siad :=MCD (a, b),alloraaZubZcdZ,edinoltretaZubZ=dZ < a|boppureb |a.

2. Sia b un intero naturale b > 2.Mostrare che ogni a € N* si pud scrivere in modo unico:
a=a,b"+a,,b™" +..+ab+tacon a,z0e 0<a <b-1 per ogni 0o<i<m.
L ‘espressione precedente puo essere abbreviata nella forma: a = (anam.1 ... 812o)p;

tale scrittura prende il nome di scrittura in base b di a. Se b = 10, abbiamo l'usuale scrittura
decimale dei numeri naturali.

3. Scrivere: (a) 1232 in base 5; (b) 10in base 2; (c) 12in base 12; (d) 1704 in base 12;
(e) 2145inbase 7; (f) 101 in base 2.
per la base 12, utilizzare i simboli 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, u, v.

4. Scrivere il MCD delle seguenti coppie di interi sotto forma di una identita di Bézout:
(a) (180, 252); (b) (-722,-415); (c) (625, 32); (d) (-5, 5).

5.(a) Siad=ax+ byil MCD (a, b). Mostrare con un esempio che tale espressione (Identita di
Bézout) non & unica, cioé possono esistere altri due elementi x’, y’ € Z con
d=ax+by=ax +by’.

(b) Sia axy tby, = 1. Preso comunque n € Z, se x:=X; + nb ed y := y, — na, allora mostrare
che ax + by = 1.

(c) Mostrare che se ax, + by, =ax, +by, = 1, allora esiste un intero n tale che x4 = Xxgtnb e y; =
Yo — na.

(d) Mostrare che se ax, + by, = ax; + by, = d, allora esiste un intero n tale che x; =x, +n *
mcm (a,b)/a e y1=y,—n*mcm (a, b) / b.

6. Siano a, b € 2\ {0,1,-1} due interi di cui sia nota la fattorizzazione in primi:
a=ip1e1 p2e2.“prer b=ip1 f1 p2f2.“prfr
con e,f,>0,1<i<r (in tale situazione, si pud supporre che i fattori primi di a e b siano gli
stessil).
Mostrare che: MCD (a, b) = p:%' p, % ... pr* con g:=min(e,f),1<i <r,
mem (a, b) =pM p,"™ ... p ™ con h;:=max(e,f), 1<i<r.



