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1. Sia n ≥ 2 un intero fissato. Mostrare che:

(1) a ≡ b (mod n), c ≡ d (mod n) ⇒ a + c ≡ b + d (mod n);
(2) a ≡ b (mod n), c ≡ d (mod n) ⇒ ac ≡ bd (mod n);
(3) a ≡ b (mod n) ⇒ ak ≡ bk (mod n), per ogni k ≥ 1;
(4) a ≡ b (mod n) m | n ⇒ a ≡ b (mod m);
(5) a ≡ b (mod n), m 6= 0, ⇒ am ≡ bm (mod nm);
(6) a ≡ b (mod n), d 6= 0, d | a, d | b, d | n ⇒ a/d ≡ b/d (mod n/d);
(7) ac ≡ bc (mod n), d = MCD(c, n) ⇒ a ≡ b (mod n/d);
(8) ac ≡ bc (mod n), MCD(c, n) = 1 ⇒ a ≡ b (mod n);
(9) ac ≡ bc (mod p), p primo, p - c ⇒ a ≡ b (mod p);

(10) a ≡ b (mod n), a ≡ b (mod m) ⇒ a ≡ b (mod mcm(n,m)).

Si noti che, in (h), la condizione sul MCD essenziale per effettuare la cancel-
lazione (dare un esempio in cui non si pu effettuare la cancellazione).

2. Sia S := {x1, · · · , xn} un sistema completo di residui (modulo n) e siano a, b ∈ Z
tali che MCD(a, b) = 1. Verificare che l’insieme S′ = {ax1+b, · · · , axn+b} è ancora
un sistema completo di residui (modulo n).

3. Siano m ed n interi positivi relativamente primi e siano S∗ := {x1, · · · , xϕ(n)} e
T ∗ := {y1, · · · , yϕ(m)} rispettivamente un sistema ridotto di residui (modulo n) ed
un sistema ridotto di residui (modulo m). Verificare che:

V ∗ := {mxi + nyj , 1 ≤ i ≤ ϕ(n), 1 ≤ j ≤ ϕ(m)}

è un sistema ridotto di residui (modulo mn).

4. Stabilire se la seguente proposizione vera o falsa.
“Se a ∈ Z, allora a2 ≡ 0 (mod 4) oppure a2 ≡ 1 (mod 4).”

5. Sia a := 2436578909876543456275432639. Determinare la classe di congruenza
(mod 4) di a e di a2 (determinarne cioè un rappresentante x con 0 ≤ x ≤ 3).

6. Trovare n tale che 1060 ≤ n ≤ 1071 e tale che

{861; 280; 908; n; 144; 555; 1079; 186; 658; 302; 401; 445}

sia un sistema completo di residui (mod 12).
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7. Determinare tutte le soluzioni delle seguenti congruenze:

(1) 25X ≡ 15 (mod 29);
(2) 6X ≡ 15 (mod 21);
(3) 17X ≡ 9 (mod 4);
(4) 34X ≡ 60 (mod 98);
(5) 18X ≡ 30 (mod 42);
(6) 243X ≡ 713 (mod 7007).

8. Siano a, b, n,∈ Z con a, b ≥ 1, n ≥ 2. Mostrare che:

a ≡ b (mod n) ⇒ MCD(n, a) = MCD(n, b).

È vero il viceversa? In caso di risposta negativa dare un controesempio.


