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Esempio (Poisson

Siano Xq,---, X, i.i.d. Po(6).
La verosimiglianza e

L(0;x) o exp {—nf} 2%
ma quella relativa ad una sola osservazione &
L(0;x1) x exp{—60}6":

0(0) x —0 + x;logb

26 ~ 'ty
0%4(0) T;
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Dunque

X; 1 1
I(0) = Eq (ﬁ) = H—QEG (X;) = 5
Percio |
h(0) x —
0)

LLa distribuzione finale &
1

(O | %) x —

0! exp{—nb} = 6 1/2 exp{—nb},

ovvero

1
0| x ~ Gamma(n,t + 5)



Il metodo di Jeffreys € ancora oggi quello piu comunemente
utilizzato quando la dimensione di © & 1.

Tuttavia, lo stesso Jeffreys suggeri alcune modifiche alla
sua regola generale nel caso di parametro
multidimensionale. Soprattutto, egli considerava a parte
eventuali parametri di posizione e scala presenti nel modello.



Esempio 2 Sia X; ~ N(u;,1), i=1,---,p indipendenti tra
loro. Si vuole stimare

1
0=-Y u
=D
LL'uso del metodo di Jeffreys condurrebbe a

7TJ(/’L17... 7:“29) o 1

Conseguentemente,

(:ula'” 7:“]3) — K~ Np(Xal)

pd ~ x2() )

Questa NON & una buona distribuzione a posteriori per 6.
Ad esempio,

2
7 (0)x) = 1 + =50,
p




E' facile dimostrare che tale stimatore é inconsistente,
OVvVvero

lim E™ (0|x) — 0 = 2

pP— 00

e 10 stesso accade considerando la moda o la mediana a
posteriori

Questo esempio mette in risalto uno dei problemi piu
frequenti nella selezione di “buone” distribuzioni non
informative. Il metodo di Jeffreys cerca la distribuzione non
informativa per l'intero vettore w. Se il parametro
d'interesse & soltanto 6 questo introduce una " distorsione”
nella procedura.

Questa osservazione € alla base del metodo delle reference
priors.



Il concetto di informazione contenuta in una legge di
probabilita

Una misura diretta del contenuto informativo di una legge
di probabilita m € dato dall’Entropia &£

£=— /ﬂ 7(w) log m(w)dy,

Una misura della “distanza” tra due misure di probabilita &
invece fornita dal numero di Kullback-Leibler,

q

K (p; :/ qlog ~

(p; q) o D

che vale zero se e solo se ¢ = p quasi certamente (rispetto a

q).

I due concetti suddetti sono alla base della definizione di
informazione contenuta in un esperimento, dovuto a Lindley
(1956) che riprende e adatta idee di Shannon (1948)



Informazione di Shannon-Lindley Dato un esperimento
Er = (X, 2, P)
si definisce ‘“Informazione contenuta in E”,
relativamente ad una distribuzione a priori w la quantita
m(w|Xp)

IEk(w):/X /ﬂm(xk)w(w|xk)log—dwdxk (1)

m(w)

Ig, (m) rappresenta il valore medio rispetto alla legge
marginale m del numero di K-L della “a priori” rispetto alla
“a posteriori'’ .

E' allora ragionevole misurare il contributo informativo di
una determinata « in termini della (2).

Ragionevole ma non obbligatorio:

Nelle espressioni Ig, () € £ non si integra su valori di w ma
solo di m(w).



Le reference priors

Bernardo (1979) ha introdotto il metodo delle reference
priors. Le due novita introdotte nella ricerca di " furono

e determinazione di " come argomento massimizzante
IEk (7‘-)

e nel caso multiparametrico, distinzione esplicita tra
parametro d’'interesse e parametri di disturbo.

La tecnica e stata via via perfezionata nel corso degli anni;
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Determinazione delle reference priors

Il calcolo esatto di #© comporta una serie di problemi tecnici
non sempre risolubili.

Iniziamo l|la trattazione considerando un modello statistico
regolare, in cui

e csSiste una statistica sufficiente della stessa dimensione
del parametro

e |0 stimatore di massima verosimiglianza ha
distribuzione asintotica normale

e |a distribuzione a posteriori € asintoticamente normale.
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Il caso di un solo parametro reale. Supponiamo w € R. La
quantita Ig, (7) rappresenta I'incremento medio di
informazione che I'esperimento fornisce quando |la legge a
priori & 7(w).

Per k — oo, Ig, (m) assume il significato di ammontare
complessivo d’informazione mancante sul parametro w, € la
legge a priori che massimizza Ig_(w) pud a ben diritto
essere definita come la “meno informativa’.

C'é perd un problema: Ig (7) & in genere illimitato come
funzione di k.

Il suggerimento di Bernardo.

1. Massimizzare Ig, (w) per k fissato
— k-reference prior 7 (w)



2. Definire la reference prior come limite puntuale

N A®
W) i )

dove )y € uno specifico compatto.
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Qualche commento
e Non & detto che il limite esista

e il limite € puntuale e non assicura una convergenza
nella metrica indotta dalla misura d’'informazione di K-L

e il limite risultera spesso in una distribuzione impropria
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Derivazione euristica di «"

IEk( )=
fn [fx (Xk|w) 108;7T(w|Xk:)—10g7T(w))] dwdx,

Y exp{fX (xp|w) log m(w|xx )dxg }

Q W(w)
Il problema e del tipo

Sljlcp/flogg/f

che viene massimizzato per
Joxg.
Ne segue che

7" (w) o< exp{ [ p(Xk|w)log m(w|xk)dxy }
Xk

W
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che perd fornisce la soluzione solo in maniera implicita.
In casi regolari, tuttavia, esiste uno stimatore ML @, tale
che

expq p(Xg|w) log m(w|xg )dxk} =
Xk

exp{/Rp(ch|w) log 7(w|wy )dwy } (2)
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Inoltre
m(w|@g) ~ N(w; g, [kH (k)] )

e la (?7) risulta approssimatamente uguale a

k

exp | pl@nle)llog H(@0)!2 = 5 H (@) @ = i *Jdin)

Assumendo che w, tende a concentrarsi attorno a w si avra
allora

7" (w) o< H(w)/?
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Commenti

e Nel caso univariato, sotto condizioni di regolarita, la
reference prior coincide con la Jeffreys’' prior.

e Una formalizzazione piu rigorosa di questa tecnica
condurrebbe a risultati poco rassicuranti. Si puo
dimostrare che, in certi casi, la distribuzione a priori che
massimizza la Ig, risulta concentrata su un numero

finito di punti.
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Un solo parametro di disturbo

Sia ora w = (0, ) e sia 6 il solo parametro di interesse.
In questo caso la Jeffreys’ prior &

77 (0, X) o det(H(0, X))/?

Nel caso delle reference prior, si cerca quella w(0,\) che
massimizza la distanza d'informazione tra n(0|x;) € w(0),
OVVero

e, (w0 N) = [ (0 [/X p(x]6) (log (0]
—  log7(0))] dwdxy (4)

L'equazione non dipende direttamente da )\ (& stato gia
integrato!) e, analogamente a quanto vista prima,

m,(0) o< exp{ y p(xx|0) log 7(0|xx ) dxy }
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Tale risultato vale qualunqgue sia la scelta per w(\|9).

L'algoritmo delle reference priors suggerisce di

o scegliere w7 (A|0) oc Haa(6, \)1/2
(la Jeffreys prior per 6 noto)

e massimizzare la (?7) con w(\|6).

. (0) o exp{// (9, \|6)

x log N(6;0,511(6, \)dfd\

Dunque,

m(0) exp{/// (8, A8, \)7" (\|9)

A A

< log N(6:;0, S11(6, \)d\ddd
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— exp{// (8, A6, / 7" (A|6)

x log N(8;6, S11(8, \)dAdOd)

1
~ exp{; /A 7" (Al0) Tog S (6, A)dA}

Poiché 511 = #(22[{),

(0, )) = (A[6) exp{% /A r(Al0) log d?;f NS

Fin qui abbiamo trascurato il problema della non
integrabilita delle leggi a priori. All'interno dell’algoritmo
tale problema si aggira considerando una successione di
compatti che “invadono” © e sui quali definiamo una
successione di reference priors.



Algortimo

Passo 1 7*(A|f) o< \/H22(0, \)

Passo 2 Normalizzazione di 7*()\|0)

e 1*(\|#) & propria:
w(A|@) = 7% (A|0)Ek(0)

e 1*(\|#) & impropria:

Si determina una successione
A1(0),A2(0),-- ,An(0),--- — A, VO
sui quali & possibile definire
Tm(A|0) = 7% (A|0)k, (0)

Passo 3 Distribuzione marginale di 6.
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Passo 4

det H(0, \)

lo d\
® Hays(6,))

7 (0) o exp{%ﬂm()\|9)

, i Fn(@)mn(6) T (A6)
(0’ )\) ml—>oo km(eo)ﬂm(%) 71'()\‘90)
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Esempio 1 (continua) La funzione di verosimiglianza &

L) = w'(l — w)* t=> i,

L’'informazione di Fisher vale H(w) = —w(ll—w) e, di
conseguenza
1
(W) = 7" (w) = —w V21 —w) Y2
T

Commento: 7’ e 7™ sono distribuzioni proprie ma non
uniformi.
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Esempio 3: Modello Trinomiale) Riconsideriamo ora
I'esempio precedente ma suddividiamo i risultati possibili
non pit in due categorie bensi in tre, ovvero

X; =S, N, F

con prob. wi,w2,1l —wi — ws.
Il parametro d'interesse (lo stesso di prima) & ora 6 = w; Mma
nel modello & presente anche A = ws.

L'informazione di Fisher vale ora

1—A
— 1
H(O,)\) =
0:2) =53~ . 1 -6
A
La Jeffreys prior € dunque
1

(6, \) o

VOAN1 — X\ —0)



Calcolo della reference prior

1. m(\0) o< \/Ha2(0,\) =

2. 7\\|6) = k()

1
VA(1=XA-8)

1
VA(1—=2-8)

Iip,1-01(A)

1

1
() VAI—A—0) l0g 17

3
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Confronto tra n"(0,\) e 7/ (0, \)

La natura differente delle due distribuzioni si pud notare
considerando le corrispondenti marginali per 6.

o () =L

Questa differenza & ancor piu accentuata nel caso generale
con h possibili risultati.

Si vede facilmente che, in questo caso
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Il problema di Fieller Siano
XNN(wl,l) YNN(CLJQ,].)

e Parametro di interesse 6 = g—;

e Parametro di disturbo A\ = sgn(ws)y/wi + wo
(ortogonale)

Matrice d'informazione

)\2
HO, N =] (1+6%)

0

Jeffreys prior
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Reference Prior

Am = (—am < wy < ay) X (=by < wgy < by)
che diventa

o 2 /I+0%) <A<—2/(1+67) perf<—4m

o —bV1I+02<A<bypV1I+62 per 0] < 3=

o —m /1+02) <A< o /(1+062) per § > g
Ne segue che

o 1 (AA) x1

o T.,,(AO) =k (0)
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LLa reference prior € dunque

Tt (0, 0) o K (6) X
exp {%km(e) [ (log A2 —log(1 + 62)2) dA}

= ki (6) exp {km(6) [, Tog |\ldA} 12

1
1+ 62

Va notato che questa & la reference prior quando il
parametro d’interesse € 6 = w1 /wy. Se ad esempio fossimo
interessati a £ = wyiws il risultato sarebbe differente mentre la
Jeffreys prior per & si otterrebbe attraverso un cambio di
variabile da 7/ (wy,ws) o< 1.

— 7" (0,\) x
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Esempio 2 (continua) Sia X; ~ N(u;,1), i =1,--- p. Si

vuole stimare ) )
0==) i =—|lpl’
p§: pHH

Una scelta opportuna per il parametro di disturbo &

A= p/llpl

ovvero la "direzione” del vettore u sulla superficie
dell’ipersfera di raggio unitario. E’ naturale, e |I'algoritmo
delle reference priors lo conferma, assegnare una
distribuzione a priori uniforme per A6, e poi determinare la
marginale per 6.

Ragionare nella parametrizzazione (6, \) ha permesso di
scoprire” il problema emerso con la Jeffreys prior.



L'uso di 7(p) =1 implicava, infatti,

7(0,)) = <5> )
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Il caso multiparametrico Consideriamo il caso
w = (wy,ws, - ,wk). Il metodo si generalizza in modo owvvio.

Passo 1 Dividi i k parametri in p gruppi (0(1), - ,0p))

Passo 2 Determina una successione di compatti

2 CQ C--- =

Passo 3 Calcola sul generico compatto (2,,, |la reference prior
per 9(p) dati gli altri, ovvero

7T'm(‘g(p)W(l)? T 79(17—1))

Passo 4 Elimina il parametro 6, peer integrazione e considera il
modello marginale con p — 1 gruppi di parametri



Algoritmo 2
Passo 5 Ripeti i passi 3 e 4 per 6, per j=p—1,---,2.
Passo 6 Definisci
7Tm(9) — 7Tm(e(p) |9(1)7 "o 79(p—1)))
X T (0p-1)|0(1), -, 0(p—2)))
X o X T (601)
Passo 7 Normalizzazione di m,,

Passo 8

7 (0) = lim Tm (6)

m—o0 7Tm(00> 7

dove 0y & un opportuno punto interno di 2.
Verifica che

Eg (K L(mm (0]x), 7(8]x)) = 0
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Note tecniche Nel calcolo effettivo di «#" gli aspetti piu
complessi riguardano

A Calcolo di
1 det(H)
2 JAm6) Hao

exp{

o kn®T(6) mm(NO)
O A = i )T (o) T (Al0)

Il pitu delle volte il calcolo di [B] semplifica il passo [A].

Infatti
Al ~ K., + Cr,V(0) + D, (0)

dove K,, -+ o, C,, = C, D,, — 0

Ne segue che la parte relativa ad [A] del limite [B] vale

exp{%C\I}(Q)}
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Matching Priors Una interpretazione del termine “non
informativa’ per una data m € che le inferenze conseguenti
l'uso di m abbiano un buon comportamento frequentista.
In particolare si guarda alla Probabilita Frequentista di
Ricoprimento (PFR)

Data una legge a priori m, si considera
() — 7(-|X) — Cr(X,1 — )

dove C é l'insieme di credibilita ad una coda.
Se la PFR é tale che

(V]S

POcO(X,1-a)lf)=1—a+0n3%),

allora w € una matching priors di ordine 7.

Tibshirani (1989) ha dimostrato che nel caso di parametro
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reale d'interesse, ortogonale a tutti i parametri di disturbo,

w70, \) x g(A\)/Hi1(8, )
& una matching prior (Vg) di ordine 1.

e Legami con 7’/ e con #”
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