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E 11. Algoritmo Box—Muller per v.a. Gaussiane

1. Simulare una v.a. Gaussiana X di media nulla e varianza o2 = 0.5 usando ’algoritmo
Box—Muller. Graficare media e varianza empirica su un numero di prove M e stabilire un
numero M, a partire dal quale la misura si stabilizza.

2. Dare una stima empirica di F(§) = P[X < £] e graficare per tutti i multipli di 0.2
nell’intervalo [0, 20]. Confrontare il risultato con il metodo Monte Carlo per il calcolo di
integrali Gaussiani discusso in E 7.

E 12. Teorema del limite centrale

Si calcoli I'integrale Gaussiano

fe—22/2
I(£)=/0 Sz €30

utilizzando la formula di De MoivrefLaplace (teorema del limite centrale)

dove Xi,..., XN sono copie 1nd1pendenti di una variabile di Bernoulli di parametro p.
Considerando i casi p = 0.2 e p = 0.5, e riportando i valori ottenuti su un grafico (per &
multipli di 0.1 nell’intervalo [0, 10]) si confronti il risultato con le stime ottenute in E 7 e
E 11.
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Suggerimenti
E 11. Poiché l’integrale Gaussiano
3 +2
PX < €] = —— / 22 dt
= V2r0? J-oo

non & noto analiticamente, il metodo della trasformazione non si pud applicare direttamente in questo caso.
L’algoritmo di Box—Muller si basa sull’osservazione che se R & v.a. continua in [0, 00) con densita
r 2

In(r) = Jge7 o

e © & v.a. uniforme in [0,27), allora X = Rcos® & v.a. N(0,02%), cioé Gaussiana di media nulla e varianza o?2.

In effetti, tramite un passaggio a coordinate polari nel piano cartesiano si dimostra facilmente che se Y = Rsin©,
allora X e Y sono due variabili N (0, 02) indipendenti. Ora la variabile © si pu0 simulare banalmente come © = 2772
con Z uniforme in [0,1) mentre per la variabile R si pud applicare il metodo della trasformazione: Infatti
1 [z _r2 _22
Fr(z) = — re o2dr=1—e 2, z2>0.
a“ Jo

e invertendo si ha Fgl(y) = /—20%1log(1 — y), y € (0,1). Dunque, per simulare una Gaussiana X = N(0, ¢?) si
pud utilizzare il seguente algoritmo: si generano 2 v.a. indipendenti Zi, Z2 uniformi in [0,1]; si pone

©=21Z1, R=+/-20%logZs,

e si calcola infine X = Rcos ©.
Ripetendo un certo numero M di volte la simulazione di X si pud stimare empiricamente la probabilita P[X < €]
(come frazione dei sorteggi in cui tale evento si & verificato). Nell’esercitazione E 7 si propone di calcolare I’integrale

Gaussiano I(¢) = [; e dt £> 0. Un confronto pud essere fatto sulla base dell’identita P[X < &] = 1 +I(¢/0).

E 12. Una volta generate le {X;}¥, con un N fissato (e.g. N = 10%) si calcola la variabile

y(N) =

R

Per evere una stima delle probabilita in (0.1) si realizzano M (e.g. M = 103) copie indipendenti YI(N), ... ,YI\(/IN) della
variabile Y (V) e si calcola la frequenza empirica dell’evento {Y (V) ¢ [0, £]} per i diversi valori di £&. Combinando
legge dei grandi numeri e teorema del limite centrale si ottiene dunque una stima di I(£).



