Tutorato VI (09/04/2003)

(Massimi e minimi vincolati)

Esercizio 1. Cominciamo col formalizzare il problema. Osserviamo innanz-
itutto che (a meno di rotazioni) possiamo considerare solamente i rettangoli
che hanno i lati paralleli agli assi coordinati; inoltre tali rettangoli saranno
simmetrici rispetto agli assi delle z e delle y. Quindi, indicando con (z,y) le
coordinate del vertice del rettangolo nel semipiano It = {z > 0, y > 0}, otte-
niamo che la funzione da massimizzare (che rappresenta I’area del rettangolo) &
data da:

f(z,y) = 4zy.

Individuiamo ora il vincolo, cioe le condizioni che il punto (z,y) deve soddisfare:

e innanzitutto si dovra avere z > 0 e y > 0 (in quanto abbiamo supposto
che (z,y) € IIt);

e inoltre tale punto dovra stare sulla circonferenza di raggio R, cioe:
2 +y* = R%.
Quindi il vincolo sara dato da:
V={(z,y) eR?: 2>0,y>0, 2°+y*>=R>}.

Tale vincolo rappresenta un quarto di circonferenza di raggio R (la parte in
IT); inoltre negli estremi di tale curva (cio nei punti corrispondenti a z =0 o
y = 0) la funzione f si annulla, e quindi tali punti non possono corrispondere a
dei punti massimizzanti.

Applichiamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Definiamo la funzione

F(.’L’,y,)\) = 4.’Ey - )‘(1"2 + y2 - R2)

e cerchiamone i punti critici. Imponendo "annullamento del gradiente otteni-
amo:

O, F(z,y,A) = 4y+2xx=0
OyF(z,y,N) = 4z+2xy=0
OWF(x,y,\) = 22+y*-—R*=0

troviamo che ’unico punto critico con x > 0e y > 0, & dato da

R R
P=|—, =, A=-2].
Quindi il rettangolo inscritto con area massima ¢ (a meno di rotazioni) quello
con vertici:

ey ). ey ). () = ()

2
che ha area A = -



Esercizio 2.

1. La funzione non & limitata né inferiormente, né superiormente su R?. In-
fatti, se studiamo il comportamento della f sulla retta y = x, otteniamo:

. 1 . i
AR @0 = Mg o - et = oo
quindi
sup f = 400 e inf f = —o00.
R2 R2

2. Imponendo ’annullamento del gradiente della f otteniamo:

Opf(z,y) =22 —9y? =0 =0
{ Oyf(z,y) = —2zy =0 A y=0.

Tale punto non ¢ né di massimo, né di minimo. Infatti f(0,0) = 0, ma
in ogni intorno (arbitrariamente piccolo) dell’origine, la funzione assume
sia valori positivi che negativi. Ad esempio in Bs(0,0), con 0 < § < 1,
possiamo considerare i punti

5 0 d 4
— {52 Z —(_Z Z).
pl_(5,2) ¢ P2—<2,2),

f(P)——§52<0 e f(P)—£+£>0
VY 74Ty :

3. K ¢ laregione del piano delimitata dalle rette z = :i:% e da due archi della
circonferenza x2 + y? = 1; in particolare i suoi “vertici” sono nei punti:

1 V3 1 V3 1 V3 1 V3
A=(3f7»32<?3v’02<3f"§»92<?‘3>-

In particolare in tali punti si ha:

1 \/3 \/5
I = =4+ —— .

e Su L+Z
o) = fea, =16
filly) = -y
1

quindi si ha un punto di massimo locale in E = (1,0), con f(E) = 1.



e Sul_:

fw) = @y =f-g =g+

2
ffly) =y
1

quindi si ha un punto di minimo locale in G = (—3,0), con f(G) = 1.

y2

N =

Studiamo ora gli estremi vincolati sui due archi di circonferenza. Consid-
eriamo la funzione:

F(z,y,\) = 2% —zy® = M2® + 4% - 1).

Dobbiamo trovare le soluzione del sistema, ottenuto imponendo ’annullamento
del gradiente:

2z —y? =2\z
—2zy = 2\y
2?2+ 9y =1;

dalla seconda equazione si ottiene che y = 0 (ma allora x = +1, che
non € ammissibile in quanto non appartiene ai due archi che stiamo con-

siderando), oppure z = —\, da cui si ottiene I’equazione 322 + 2z —1 = 0.
La soluzione z = —1 non & ammissibile, quindi 'unica soluzione ammis-
sibile € z = %, con y = @. Abbiamo trovato quindi un punto critico
vincolato

1 V8
H=<?§J

in cui la funzione vale f(H) = —5=.

In conclusione:

e Il massimo assoluto in K & %, che viene assunto nei punti A e B;

5

e il minimo assoluto in K & —,

che viene assunto nel punto H.

Esercizio 3. Denotiamo con D = {z € R* : z; > 0, Z§=1 z; = 1}. Com-
inciamo con l'osservare che f(z) > 0 per ogni z € D; da cio si deduce che il
valore minimo di f & proprio 0: basta infatti calcolare la funzione nel punto
Zm = (0,0,0,1) € D. Calcoliamone ora il valore massimo. Applichiamo il
metodo dei moltiplicatori di Lagrange; consideriamo la funzione

4 4
F(z,\) = Hw: —A (Zw, - 1)
=1 =1

e imponiamo ’annullamento del gradiente:

4 i
0y, F(z, ) VT S S W

4 i
s i =1.



Dalla prima equazione, otteniamo (possiamo supporre che z; # 0, in quanto se
z; = 0 gia sappiamo che funzione vale 0, che & il minimo):

1
A:jni;%x‘ Vj=1,23,4.

T
Quindi ricaviamo:

4 i 4 i
X P i1

21_[1—1 1 — Hz_l 1 - Ty = 2.7]1
o I
4 i 4 i

| |

3 =1 "1 — =1 "1 - T3 = 3.7}'1
I3 I
4 i 4 i
PR PR i

41_[1—1 [ — Hz—l i - X4 = 43:1,
T4 I

e sostituendo nell’equazione del vincolo:
z1(1+24+3+4)=1 = T = —.
Quindi, il massimo viene assunto nel punto
(1 2 3 4
M =110’ 10’ 10’ 10

27648

e vale f(.'L'M) = 10—10

Esercizio 4. Cominciamo col calcolare ’estremo inferiore. Osserviamo che

flz,y) >0 V(z,y) € R\ {(0,0)}.

Consideriamo la successione {(1,2n)},, che & ovviamente contenuta in A; si ha
che
) 1
lim f{—,2n) =0
n—0 n

11}1ff:0.

da cui si deduce che

Procediamo ora con la seguente osservazione: si puo dimostrare che la fun-
zione g(t) =t + 5 sint & strettamente crescente e poiché lim_, ;o g(t) = +00 e
lim;_,_ o g(t) = —o0 si pud concludere che I ctc g(t) > 1 pert >ce g(t) <1
per t <c.

Quindi A = {(z,y) t.c. y > ¢}. Studiando il comportamento della funzione
sul bordo 0.A (con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange), si trova che la
funzione ha un massimo vincolato in P; = (1/¢,4/¢) € P» = (—+/¢, —+/c), in cui
la funzione vale 2% .

1
Si verifica facilmente che sup 4 f = %" Infatti, supponiamo che esista un punto
c

1
(z0,y0) € A tale che f(xg,y0) > % osservando che
c

(%0,y0) € A — ToYo > ¢,



otteniamo:

1 2 2 2 2
—— =25+ yY; <2c<2xy <= x5+yY;—2xyo <0
f(2o,90) 0 0 0 0

< (zo—90)?<0

che & assurdo!

Nota: Osserviamo che ¢ si puo ricavare con approssimazione arbitrariamente
piccola: utilizzando dei metodi numerici (ad esempio il metodo di bisezione) si
ottiene che 0.68403 < ¢ < 0.68404.



