Soluzioni Appello A-AM3

Prof. Luigi Chierchia, Dott. Laura Di Gregorio
19 giugno 2003

3. Si ha che:
e (n,0,0) € Apern>2e f(n,0,0) =n? — +00 <= sup, f = +o0
e (0,0,n) € Apern>2e f(0,0,n) = —n® — —00 <= inf, f = —c0

Vf=0<+= (z,y,2) = (0,0,0) ¢ A quindi non ci sono punti stazionari
interni.
Studiamo f sul bordo

OA={z+y+2z=1}
Sia F(z,y,z,\) =f —AMa+y+2z—1), da cui

0=F,=2x— )\
0=F,=2y— A
0=F,=—-2z+ A\
r+y+z=1

quindi troviamo il punto (z,y, z) = (1,1, —1).

Per capire se questo punto € o non e un punto di minimo o massimo relativo,
poniamo

r=1+t¢
y=1+s



da cui segue che z = —(1 + ¢ + s) con t, s, piccoli.
Ora consideriamo

g(s,t) =f(A+t,1+s,—(1+t+s))=1—2ts

dunque (1,1, —1) non & un massimo e neanche un minimo relativo.
In conclusione non ci sono punti di massimo o minimo relativo di f in A.

4. (ii) Si ha

|f(z) — Az| = |vsinz?| < |v|[2?| < Vnlz?| — 0
per |z| — 0, dunque f & differenziabile e df (§) = AE.

(iii) Risulta
gﬂ{; = j d;j + 2v;x; cos |z|?
quindi
of . of ,
8—%(0) = J0i; e 8—%(1)) :]5ij+2008n2.

[f@)] < [Allz]+[v]|2%|
= nlz|+ vnlz|* < 2n|z|

se |z| <1, quindi
0 = min {1, i} )
2n

5. Dal teorema di esistenza e unicita per equazioni differenziali ordinarie
abbiamo la seguente stima sul tempo di esistenza della soluzione del proble-
ma:

1 r
T <min<{ —, —
<m1n{L,M}



dove

_ !
L> sup M e M = sup |f(z)].
(z,2")EBy |‘/I’l x | € B,

Scegliamo r = 1. Osserviamo che se t,s € [—1, 1], dal teorema di Lagrange

#1900 — 51901 < 100t — 5|

dunque

f(@) = f@@)] = | = [']*]
100||z| — ||| < 100z — 2.

IN

Dunque possiamo prendere L = 100 e poiché M = sup |f(x)| = 2, possiamo
|z|<1
1

dere T'= —.
prendere 101

6. Risulta V - F = y, quindi

l—z—y
/V-Fz/yda:ddeZ/A yd:vdy/ dz
T T To 0

To={z+y<1,z>0,y>0}

dove

Si ha che

l—z—y
/ ydzxdy / dz =
fo 0

y(1 —z — y)dzdy

)

0
1

dx/O _my(l—x—y)dy
1[(1—@3_ (1—x>3] n
2

I
S— — S5—

0 3

1 3 1
1—2)3de = —.
/0< oy dr =

| =
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D’altra parte, chiamando sz la i-esima faccia del tetraedro, si ha

4
/F-ndo = Z/F-nda
orT im1 /T
4
= Z/xynlda,
im1 /T

dove con ny indichiamo la prima componente del vettore normale, che & I'u-
nica che contribuisce.
Ora siano:

Tl il triangolo sul piano zz che ha come vettore normale n' = (0, —1,0);

fg il triangolo sul piano yz che ha come vettore normale n? = (-1, 0, 0);

Tg il triangolo sul piano zy che ha come vettore normale n® = (0,0, —1);

T, ¢ il triangolo descritto dai punti

{z+y+2=1,2>0,y>0,z>0}

che ha come vettore normale n* = —=(1,1,1).

Per come ¢ definita la F' 'unico pezzo che contribuisce ¢ quello sul triangolo
Ty.

Dunque risulta:

4
1

E rynido = — [ zydo.

i=1 /Az V3 Ty

Parametrizziamo Tj = {t+y+2z=1,2>0,y>0,z>0}: sia

T=u
y=u
z=1—(u+v)



cioé ¥ (u,v) = (u,v,1 —u —v).

Si ha che

v, =(1,0,-1), v, =(0,0,-1)

per cui e facile controllare che

do = |¥, x U,| dudv = v/3 dudv.

zydo = / uv dudv
V3 /ﬁ 7

_ /Olu(/oluvdv) du

7. Dal teorema di Green si ha che

Area(D) :/ zdy
’Y+

dove vt & il bordo di D.
Nel nostro caso si ha:

Area

/1 Bt — 1)[(F — 1)(26 — 1) + 826 — 1) + 26(¢ — 1)] dt
/1[t(t S22 — 1) 4 £2(2 — 1)(E— 1) + 262(t — 1)?] dt
/1 Rt 1)[2t — 1+ 2t — 1)] + 4t — 1)2(2¢ — 1) dt

/1 2t —1)[4t — 3]+ t(t — 1)*(2t — 1) dt

5



1
(2 —t)(2t> — 2t —t + 1+ 41> — 3t) dt

1(752 — 1) (6t — 6t + 1)

1

Il
o— S— >—

1
6t — 1263 + 72 — ) dt = —.
( + ) 20

8. Si ha che:
Vol = / (2% + 2y* — 2 + 1) dzdy
B

1 27
= / (r?cos®t + 2r’sin®t — rcost + 1) r drdt
o Jo

_ 7r+7r+ _7
= 71713 7r—47r.

9. Sia
FE = [al,ag] X [bl,bg].

Supponiamo dapprima ay, ag > 0.

Sia
E' = [alal, O!lag] X [O!le, 012b2].
dy
fly)dy = floqzy, asxs) deta— dx
E E T
= ozlon/ flonzy, agxs) dx
E
Infatti

a1a2 agbs
/ f(yb y2) dydy, = / (/ f(yla y2) dy2> dy:
! aial azby

aias b
= Qg/ < fy1, aaz2) d$2> dy:

101 b1

a2 b
= alo@/ / f(041$1, 042.132) dﬂ?ld.’l?Q
al b1
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= 041012/ f(alxl,agxg) dl‘1d$2
E



