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1.Vale che f(0, 0, 0) = 0.

Calcoliamo

∂f

∂x

∣∣
(0,0,0)

=
2x

1 + x2 + y2
+ cos(x + y2 + z)− 1

∣∣
(0,0,0)

= 0

e analogamente

∂f

∂y

∣∣
(0,0,0)

=
2y

1 + x2 + y2
+ 2y cos(x + y2 + z)

∣∣
(0,0,0)

= 0.

Invece

∂f

∂z

∣∣
(0,0,0)

= + cos(x + y2 + z) + 2z
∣∣
(0,0,0)

= 1.

Quindi possiamo esplicitare z in funzione di x e y, cioè esiste

g : A ⊂ R2 −→ R

di classe C∞ tale che z = g(x, y) e f(x, y, z(x, y)) = 0 in un intorno di
(0, 0, 0).

2.Vale che F (0, 0) = 0 e inoltre

Fy(x, y)
∣∣
(0,0)

= ex+y + x + 1
∣∣
(0,0)

= 2 6= 0.

Quindi possiamo applicare il TFI nel punto (0, 0).
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Osserviamo ora che

Fy(x, y) = ex+y + x + 1 ≥ 1

2
se |x| ≤ 1

2
.

Scegliamo dunque

r =
1

2
.

Osserviamo che per il teorema della permanenza del segno deve essere

F (x,−ρ) < 0 < F (x, ρ) se |x| ≤ r =
1

2

perché la F è crescente rispetto ad y per |x| ≤ 1

2
.

Applicando il teorema di Lagrange otteniamo che

F (x, y) ≥ F (x, 0) + inf Fy(x, 0)y ≥ ex − 1 +
y

2
> 0

se scelgo per esempio
|y| ≤ ρ = 2.

D’altra parte

F (x, y) ≤ F (x, 0) + inf Fy(x, 0)y ≤ ex − 1 +
y

2
=
√

e− 2 < 0

per la stessa scelta di r e ρ.
In conclusione possiamo prendere

r =
1

2
e ρ = 2.

3.Vale che F (0) = 0.

F è di classe C∞ e inoltre

∇z,vF =

 y + 3− 1
[cos(z+v)]2

− 1
[cos(z+v)]2

cos(z + v) cos(z + v)− x

 .
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Osserviamo che

det(∇z,vF )
∣∣
(0,0)

= 3 6= 0.

Sono verificate le ipotesi del TFI, quindi esiste un’unica funzione (z(x, y), v(x, y))
definita in un intorno di (0, 0) e qui di classe C∞, tale che

(z(0, 0), v(0, 0)) = 0.
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