1 Introduzione all’integrale di Riemann in r*

1.1 Definizioni

(i) Siricorda che un intervallo di R & un sottoinsieme connesso di R. Un intervallo si
dice non degenere se ha interno non vuoto. Un rettangolo di R? ¢ il prodotto
cartesiano di due intervalli di R. Un rettangolo si dice non degenere se ha interno
non vuoto (naturalmente rispetto alla topologia standard di R?).

N
(ii) E C R? si dice elementare se E = | J R; con R; rettangoli limitati a due a due
I=1
disgiunti.

(iii) Una collezione finita di intervalli {I;} := {I; : 1 < i < N} & una partizione
N

dell’intervallo I se gli I; sono a due a due disgiunti e I = U I;. Una collezione
=1

finita di rettangoli {R;; : 1 <7 < N, 1< j < M} ¢ una partizione del rettangolo

E:=IxJseRj;=1 xJjese{l;:1<i<N} &una partizione dell’intervallo [

e {J; : 1< j < M} ¢ una partizione dell'intervallo J. Chiaramente gli R;; sono a

due a due disgiunti e la loro unione & uguale a' FE.

(iv) Sia E C R? un rettangolo limitato e non degenere; f : E — R si dice a scalini se?

N

f= ZCiXRi con ¢; € R e R; rettangoli limitati a due a due disgiunti. La classe
i=1

delle funzioni a scalini su F (rettangolo limitato e non degenere) si denota con

S(E).

(v) Se I ed R = I x J sono, rispettivamente, un intervallo limitato di R ed un ret-
tangolo limitato di R?, definiamo la misura, rispettivamente, unidimensionale
e bidimensionale di I ed R come

mis;(I) =b—a, misy(R) = (b—a)(d —c¢) , (1.1)

dove
a=infl, b=supl, c=infJ, d=supJ.

N
(vi) Se f =) cixp, € S(E), E rettangolo limitato e non degenere e R; a due a due

=1
disgiunti, definiamo l’integrale di Riemann di f su E come

[;f = /Ef(x,y)dxdy = i:v:lci misy (R;) - (1.2)

1 In vari testi (incluso il mio) per “partizione del rettangolo E” si intende semplicemente una
collezione finita di rettangoli a due a due disgiunti la cui unione & uguale ad E. La definizione data
qui di partizione & piu restrittiva.

2 x, denota la funzione caratteristica (o indicatrice) di A: x, (z,y) vale uno se (z,y) € A e zero
altrimenti.




(vii)

(viii)

Se A :=UX,R; C E ¢ un insieme elementare (con gli R; a due a due disgiunti)
definiamo la misura di A come

mis, (A) = ;miSQ(Ri) - /E ; Xe, - (1.3)

Sia F un rettangolo limitato e non degenere. Una funzione limitata f : £ — R si
dice integrabile secondo Riemann se V ¢ > 0 3 due funzioni a scalini f; € S(E)

taliche fi < f < foe
/Ef2—/Ef1§5; (1.4)

la classe di funzioni integrabili secondo Riemann su E si denota R(E).
Se f € R(E), gli insiemi

{[fiifhes®ens<s), {[hifiesBenzf} (13

sono (grazie a (1.5)) contigui e I'elemento di separazione, per definizione, ¢ I’inte-
grale di Riemann di f su E e si denota con /f = /f(x,y)dxdy; in altri
B B

termini

= su = inf / . 1.6
/Ef fleSI()E) E‘f1 f2€S(E) Ef2 ( )
s fa2f

Sia E C R? un rettangolo limitato e non degenere. Un insieme A C F si dice
misurabile secondo Peano-Jordan se x, € R(F); in tal caso si pone

misy (A) = [E X (1.7)

Sia E C R? un rettangolo limitato e non degenere, sia A C F un insieme misurabile
(secondo Peano-Jordan) e sia f : A — R una funzione limitata. Diremo che f é
integrabile (secondo Riemann) su A se la funzione

CE E 13

e integrabile secondo Riemann su F; se f e integrabile su A poniamo

/Af = /EfA : (1.9)

Se A & misurabile denotiamo con R(A) la classe delle funzioni integrabili su A.



1.2

Osservazioni

Da qui in avanti E := I x J denota un prefissato rettangolo limitato e non degenere in

R?.

(1)

Dato un insieme elementare A C F non e difficile mostrare che esiste sempre una
partizione {R;;} di E tale che A= | ] R;; dove T & un sottoinsieme degli indici

(3,§)€ET
{(,5)}-

Analogamente, data f € S(E) esistono sempre una partizione {R;;} di E' e numeri
cij € R tali che f =) cijXy,, -

Y]
Date due partizioni di E, {R;;} e {Ry,}, esiste sempre una terza partizione di E,
{R}, tale che per ogni (m,n) esistono (4,7) e (k, 1) tali che

R, C Rij , Ryn C Ry (1.10)

esiste un’unica partizione che soddisfi (1.10) e che contenga il minor numero pos-
sibile di rettangoli: tale partizione prende il nome di partizione unione di {R;;}

e {Ry;}.

L’intersezione di due intervalli ¢ un intervallo e, analogamente, 'intersezione di
due rettangoli ¢ un rettangolo (esercizio). In generale, 'unione di due rettangoli
non ¢ un rettangolo. D’altra parte, usando (1)+(3), non ¢ difficile mostrare che la
classe dei sottoinsiemi elementari di un rettangolo fissato é chiusa sia rispetto alla
intersezione che rispetto alla unione.

Da (1)=(3) segue anche che se f,g € S(E) allora esiste una partizione di E, {R;;},
e numeri c;; e d;; tali che

f= Z%’XRU ) g= Z dinRij . (1.11)

Y] Y]

Da (5) segue immediatamente che se f,g € S(E) allora fg, f + g € S(E). Infatti
se f e g sono come in (1.11) allora

fg=> CijdijXr,, > frg= (ci+ dij)Xn,, - (1.12)
(%] i,
In particolare, si ha che

/E(f+g) = (cij + dij) mis, Ry = /Ef+/Eg : (1.13)

Y]



(7) Da (6) e dalla definizione di integrale di Riemann segue che se f,g € R(E) allora
fg,f+ 9 € R(E); inoltre

/f >0 se f>0, (“positivitd”) (1.14)
E

/E(f+9) = /Ef +/Eg, (“linearitd”) (1.15)
MEf‘ < /EW : (1.16)

Come nel caso unidimensionale (1.16) & conseguenza di (1.14) ed (1.15) (poiché

[fI£f=0).

(8) Dalle definizioni date segue che se A, B C FE sono insiemi disgiunti misurabili
(second Peano-Jordan) e se f € R(A) NR(B) allora f € R(AUB) e

/A f= /A f+ /B 7, (“additivits”) . (1.17)
1.3 Integrazione di funzioni continue su rettangoli
Proposizione 1 C(E,R) C R(E).

Dimostrazione Sia ¢ > 0. Poiché f & continua sul compatto F, f & uniformemente
continua su F e dunque esiste > 0 tale che

[f (@, y) = f(,y)] < V(z,y), (@y) € E: |(z,y) = (¢, y)]e < 6. (1.18)

€
misy (F)
Sia ora {R;;} una qualunque partizione di E tale che i lati di ogni rettangolo R;; non
ecceda ¢. Allora,

£
misy (E)

[f(zy) = (o' )| <sup f - gl;ff < V(z,y), (="y') € Ry, (1.19)

Rij

(poiché, se (z,y), (z'y') € R;; allora |(z,y) — (2,v')| < §). Sia ora

fr= e, > fo =00 BigXa, (1.20)
2] Y]
con
Q= %}ff , Bij :=sup f . (1.21)
4 ..

ij
Chiaramente f, € S(E) e, da (1.19) segue che

€

/EfQ - fi= z'z,j:(ﬁij — o) misy (R;5) < misy (B) %:mis2(Rij) =e,

il che dimostra che f € R(E). |



Osservazione 2 Dalla dimostrazione appena fatta segue immediatamente che dati f €
C(E) ed € > 0, se scegliamo § > 0 come in (1.18), allora per ogni partizione {R;;} con
rettangoli di lati non piu grandi di 6, per ogni scelta di punti (z;;,y;;) € Ri; si ha che

‘/Ef - Z f(@ij, vij) mis2(Rij)‘ <e, (1.22)
ij

(si noti che ay; < f(zij,vij) < fij). La somma in (1.22) prende il nome di approssi-
mante di Riemann. In particolare presa una qualunque successione d, — 0 e fissate

una sucessione di partizioni {R (k) } con rettangoli di lati non piu grandi di J; e scelti

(*) (k) (k)

arbitrariamente punti (z;;°,;;’) € R;;’, allora

% = Jim > f(ei o) misa(REP) (1.23)

(chiaramente anche I'insieme degli indici dove variano i, j nella somma in (1.23) dipen-
dono da k).

Proposizione 3 Sia f € C(E) (con E = [a,b] X [c,d]). Allora le funzioni

y— /abf(x,y)dx , T /Cdf(m,y)dy, (1.24)

sono funzioni continue su, rispettivamente, [c,d] e [a,b] e si ha che

/Ef //fxydxdy—//fxydy)dx. (1.25)

Dimostrazione Sia ¢ > 0. Poiché f & uniformemente continua su F, esiste § > 0 tale
che |f(z,y) — f(«',y')| <e/(b— a) per ogni

(z,9), (2'y) € E: |(z,y) = (¢,1)]e0 <6 . (1.26)

Se y e y' sono due punti di [¢,d] con |y — /| < § allora |(z,y) — (%,¥') | < € dunque

[t wyde = [y = | / F(a.y))da

<

(2,9) = f(z,y)|dz

= /b—adac_‘5

il che dimostra che y — [’f(x,y)dz & continua su [c,d]. Scambiando il ruolo della z e
della y si ottiene che anche che la funzione 2 — [*f(z,y)dy & continua su [a, b].

Dimostriamo, ora, la prima uguaglianza in (1.25). Sia € > 0, sia 0 tale che valga (1.18) e
sia {R;;} := {I; X J;} una partizione di E formata da rettangoli di lati non pit grandi di



. Come nella dimostrazione della Proposizione 1, vale (1.19). Scegliamo arbitrariamente
z; € I; e y; € J;. Per (1.18) (ed usando le proprieta discusse nella sezione precedente) si
ha che

= ‘Z/ f- Zf(xz',yj)mi@(sz)
= ‘Z/ f(zi,y; )d:vdy‘
< %/R]\f z,y) — fci,yj)\dxdy
< Z/R ﬁdxdy

= Zmlsg

HllSQ

‘/Ef — Zf(xi,yj) misy (R;;)

= €; (1.27)

\Zf w3, y;) misy (Rij) — / £ (&, yj)de) misy ()
\Z(Zf i, y;) mis, (1 / f (@, y;)dz) mis, (J;),
= \2]3 ) /I (21, ;) — (2, y;)dz) mis, (J;)|
<Y (2 1) = £, yy)da]) mis, ()
< Z > / misj( E)d:r) mis, (J;)
= Z mlSl (£;) mis: (J;)

m182

=c; (1.28)

5 ([ fipas) i) [ ([ st s
-1z ([ #w)do = [ £ p)ie) ]
< [ ([ e - sepaz)a
<z/ ([ gy

=c. (1.29)




Mettendo insieme (1.27), (1.28) e (1.29) otteniamo che

L= /cd(/abf(x,y)d:c)dy\ <3,

che, per I'arbitrarieta di €, dimostra la prima uguaglianza in (1.25). Scambiando il ruolo
di z con y si ottiene anche che

/Ef - /ab(/cdf(xay)dy)dx : i



