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Integrali impropri, Successioni di funzioni

Esercizio 1. Consideriamo for f(z)sinz dz. Possiamo integrare questa fun-
zione per parti con u = fedv=sinzdz e ottenere [, f(z)sinzdz = f(0) —
f(r) cos 7°+for f(z) coszdz. Oralim, o f(r)cosr = 0elim, o | f; f'(z) coszdz| <

lim, o fo |f’ ) dz = lim, o f(r) — f(0) = —f(0) < o0

Allora fo z)sinz dr < oo.

Esercizio 2. (1) Possiamo fare il cambio di variabile y = —z ottendo cosi

_r! VY
f 1 |a:# sinx 0 y—l—smy dy f() ytsiny dy + fe y+51ny dy Ora il secondo in-
tegrale non ¢ improprio quindi non da problemi. Mentre per quanto riguarda

il primo possiamo applicare lo sviluppo di McLaurin a sin y se € € molto vcino
a zero. Ottenendo cosi fo6 y+\§ny dy ~ %foe y~ 12 dy = VIl = Ve < oo.

(2) Osserviamo che 2 + 1 e crescente se x > 0 allora e decrescente

2+1
in[0, 0o0) e in pit lim, 4 m2—+1 = 0 e quindi l'integrale converge per quanto

visto nell’ Esercizio 1.

(3) Consideriamo [/ (arctanz — 7 + 1) dz = rarctanr — 1/21log(1 +r?) —
37 +logr —arctanl + § = 1/4m + r(arctanr — ) + log( A=) —r-o
1/4w — 1. (Abbiamo usato: [ arctantdt = tarctant — 1/2log(1 +¢*) +ce
lim, o r(arctanr — §) = —1 per L'Hopital).

(4) Osserviamo che z'08% = log’ 2,
Ora se 0 < z < e ! abbiamo che ¢8’® > . Infatti elog’s > i
log’z > —logz & logz < —1 & 0 < z < e *. Allora folaclog””dac =
fol/e 28T dy 4 fll/e 287 dg > fol/e 2 dz + fll/e 2°8% dx = 0o. E quindi qusto
integrale diverge.

(5)Poniamo S # 0 altrimenti 'integrale non converge. Osserviamo che
integrando due volte per parti possiamo ottenere

Bz pe™ (a
e"eosardr = —5—— | Zsinar —cosar ).
o+ 52\ B
e . —Br o .
Qulndl lim, o for e P cos ax dr = lim,_, o 5§+,32 (g sin arr — cos ar) + %ﬁz =
Notiamo anche che se 3 # 0= o2+ 32 >0

a2_|_/32
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Esercizio 3. (1) Pongo f,(z) = 1t%;

ntx2n -
Se||>1alloas’haf()—iﬂ——ﬁ—>0Se =1
x ra sl n\l) = g 2] T anopg1 T'm U r=
abbiamo f,(z) = nLH —, 0. Se £ = —1 abbiamo 0 < f,(—1) < RLH e quindi

fn(—=1) =, 0. Ora se |z| < 1 abbiamo che |f,(z)| < 2 e quindi converge a 0.
Dale considerazioni fatte possiamo dedurre che per [z] <1 f,(z) < 2 =, 0
uniformemente. Grazie allo studio della derivata prima di f,(z) possiamo
affermare che la funzione ammette massimo in z, = {/—-1++v/n+1—, 17
per £ > 0. Quindi

. . . vn+1
lim sup |fp(z)| = lim f,(z;) = lim
n—>00[ p|f( )| n—)oof( ) n—)w2(n+1—\/n+1)

1,00)

— 0,

da cui si deduce che f,(x) converge uniformemente in [1,00). Per quanto
riguarda la convergenza uniforme in R della funzione, ci basta studiare la
sua convergenza uniforme in (—oo, —1]. Osserviamo che in esso f,(z) < 0 se
n & dispari, oppure f,(x) > 0 se n pari. Nel caso n pari allora la funzione &
crescente e quindi ammnette massimo in ), = —1 e quindi | f,, (z)| < n%l Nel

caso n dispari la funzione | f,,(z)| ammette massimoin z = {/—1 —+v/n+1e

quindi va a 0 come % In entrambi i casi la funzione tende a 0 uniformemente.

(2) Pongo f,(z) = L’

n42n -
0 if [z| < 1;
li n(T) = =
0= 0= {7 S

Per quanto riguarda la convergenza uniforme in [—1, 1] possiamo affermare

che 5

lim sup |fn(z) — f(z)] < lim — =0
e quindi converge uniformemente. La funzione f,(x) non pud convergere uni-
formemente su tutto R perche il suo limite puntuale f(z) non & continuo per

lz| = 1.

(3) Pongo fp(z) =n™ = " logn,
Osserviamo che la funzione f,(z) e crescente in z e che f,(z) > 1Vz. Ora se
x > 0siha f,(z) > n —, co. Mentre se z < 0 poniamoy = —z > 0 e quindi
possiamo scrivere f,(y) = e — 1*. Si ha quindi convergenza puntuale in
E={z €R:z <0} elim, f,(zr) = 1. Studiamo la convergenza uniforme in
E.

lim sup |f,(z) — f| = lim sup(n™ — 1) = lim n — 1 = oo.
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Non essendoci convergenza uniforme in F proviamo a restringerci all’insieme
(—o0, —1].
lim sup |fu(z)— f]= lim ({/n—1)=0.
] n—00

n—0oQ (700’71

Riassumendo la funzione f,(z) converge uniformemente a 1 solo nell’insieme
(—o0, —1].



