AL1 - Algebra 1: fondamenti - A.A. 2002/2003
Appello B

MATRICOLA (O ALTRO IDENTIFICATIVO): ...............
COGNOME: ........................... NOME: .....................

esercizio 1 2 3 4 5 6 7
punti max 31(2,22)|(5,4)](4,8) |5](3,3)]((4,2),3)
punti assegnati

totale

AVVERTENZE : Svolgere gli esercizi in modo conciso, ma esauriente, nello spazio assegnato.
Fino a 2 punti ulteriori potranno essere assegnati agli elaborati scritti in modo molto chiaro.

ESERCIZIO 1. Utilizzando il Principio di Induzione, provare che, per ognin > 1,
la seguente espressione:

111422143314+ (n—1)-(n— 1! +n-n!

€ uguale ad una soltanto tra le seguenti:
(a) (2n)!—1;
(b) (n+1)1-1;
(¢) m+D)!—n.

ESERCIZIO 2. Dati due numeri interi a, b € Z, si consideri I’applicazione:
fap  Z—=7Z, x—ax+b.

(a) Determinare condizioni necessarie e sufficienti su @, b in modo tale che f,
risulti iniettiva.

(b) Determinare condizioni necessarie e sufficienti su a, b in modo tale che f, ;
risulti suriettiva.

(¢) Neicasiin cui f, p risulti essere bilettiva, descrivere esplicitamente I’applicazione
inversa (fap)”' 1 Z — 7.
ESERCIZIO 3. (1) SiaR = {z € R | z > 0}. Dimostrare che i gruppi (R, +)
e (]R>,~ ) sono tra loro isomorfi, definendo esplicitamente un isomorfismo tra tali
gruppi.

(2) Stabilire se i gruppi (%, —1—) e (U(%) ) ) sono oppure non sono tra loro
isomorfi (si ricordi che U(%) ={k+15Z | MCD(k,15) =1, 1<k <15}).
ESERCIZIO 4. (1) Sia dato un intero

a:= ap10™ 4 a1 107 4+ 4 a310% + 110 + ag
scritto in forma decimale. Dimostrare che:

4)la < 4](a110+ag).

(2) Enunciare e dimostrare il “Piccolo” Teorema di Fermat.
1



2

ESERCIZIO 5. Determinare tutte le eventuali soluzioni del sistema di con-
gruenze:

X=2 (modT7)
X =1 (mod5)
X=4 (mod?9) .
ESERCIZIO 6. Sia A := 7 x R I’anello prodotto diretto degli anelli (Z,+,-) e

(R, +,-).

(1) Stabilire se (A, +, ) & un anello unitario, se & commutativo, se possiede di
divisori dello zero, se & un campo.

(2) Sia B :={(3z,y) | € Z, y € @} C A. Stabilire se B & un sottoanello di
(A,+,-), se B &unidealedi (A,+,-).

ESERCIZIO 7. (1) Dati due polinomi f(T) := 18 + 67 — 1572 + 21% e
g(T) := 21 — 17T + 277 in Q[T], utilizzando 1’algoritmo euclideo delle divisioni
successive:

(a) determinare il polinomio monico d(T) := MCD(f(T), ¢(T)) € Q[T];

(b) determinare un’espressione del tipo d(T) = a(T)f(T) + 6(T)g(T) (ciot
determinare due polinomi a(7T),b(T) € Q[T]) [identita di Bézout].

(2) Decomporre il polinomio 7% — T? — 2 in fattori irriducibili in ciascuno dei

seguenti due anelli: Q[T], C[T].



SOLUZIONI

ESERCIZIO 1. La risposta esatta & (b): le altre uguaglianze non false ad esempio
per n = 2.

Base dell’induzione (b) vale per n = 1.

Ipotesi induttiva:

I-1+2-2143-31+.. .+ (n=1)-(n—D!+n-nl=(n+ 1) -1.
Quindi:
L-142-2143-31+ ... +(n—=1-(n—=D+n-nll+(n+1) - (n+ 1! =
sln+ ) =1+ n+D) -(n+1)l=mnm+D)+n+1)-(n+ 1) -1=
=sn+D(1+n+1)-1=(n+2)! 1.

ESERCIZIO 2. (a) Risposta: a # 0. Siano #, ' € Z, con  # #’, allora:

Jap(®) # fap(@') & ax+b#ar’ +b & a#£0.
(b) Risposta: @ = 1. Un qualunque y € Z & tale che esiste € Z con y = az+b
= fa () se e soltanto se ¢ = 1 (in tal caso x = £(y — b)).
(¢) Pera=1,(fip) = fi—p. Pera=—1,(f-16)"" = o1
ESERCIZIO 3. (1) L’applicazione:

log: R~ - R, z — log(z),

& un omomorfismo biiettivo di gruppi tra (]R>, -} e (R,+), con applicazione inversa
(che & anch’essa un omomorfismo di gruppi) data da:

>
exp:R—>R | z—e".

(2) U(Z) =11, 2, 4,7, 8 11, 13, T4} (dove k := k + 15Z). Notare che:
1 ha ordine (moltiplicativo) uguale ad 1 ;

2 ha ordine (moltiplicativo) uguale ad 4 ;

4 ha ordine (moltiplicativo) uguale ad 2 ;

7 ha ordine (moltiplicativo) uguale ad 4 ;

8 ha ordine (moltiplicativo) uguale ad 4 ;

11 ha ordine (moltiplicativo) uguale ad 2 ;

13 ha ordine (moltiplicativo) uguale ad 4 ;

14 ha ordine (moltiplicativo) uguale ad 2 .

Pertanto (U(l%) ) ) ¢ un gruppo abeliano (moltiplicativo) di ordine 8 che non

e =

¢ ciclico. Dunque, non puo esistere nessun isomorfismo tra (%, —1—) e (U(l%) ) ) ,
perché (%, —1—) ¢ un gruppo abeliano (additivo) ciclico. (Notare che un omomor-

fismo di gruppi “conserva” 'ordine degli elementi.)

ESERCIZIO 4. Esercizio di tipo “teorico”, completamente svolto nel libro con-
sigliato [FG].

ESERCIZIO 5. (Teorema Cinese dei Resti) Soluzione: # =121 (mod 7-5-9 =
315).

ESERCIZIO 6. (1)

(A, 4+, ) & un anello unitario, con unita uguale a (1, 1).

(A, 4+, ) & un anello commutativo, perché (Z,+,-) e (R,+, ) sono anelli com-
mutativi e I'operazione di prodotto in (A,+,- ) viene effettuata componente per
componente (definizione di prodotto diretto di anelli).



(A, 4+, ) possiede divisori dello zero:
(n,0)-(0,7) =(0,0), YneZ VreR.
(A, 4+, ) non pud essere un campo, dal momento che possiede divisori dello zero.
(2) B:={(Bz,y) | v € Z, y € Q} ¢ un sottoanello di A, perché (V(3z,y),
(32',y') € B):
(Bz,y) — (32", ¢) = Bz —2'),y—y )€ B, (3x,y) - (32",y) = (3(3zz'),yy) € B.
Non & un ideale, perché ad esempio:

(3z,y) - (1,\/5) ¢ B, Y(3z,y) € B, preso (1,\/5) cA.

ESERCIZIO 7. (1) L’algoritmo euclideo delle divisioni successive & il seguente:
184+ 67 — 1572 4273 = (21 — 17T+ 2T%) - (1 4+ 1) + (=3 + 27),
21— 17T +27% = (=342T) - (=7+T)+0.
(a) Quindi il polinomio monico d(T) = MCD(f(T), ¢(T)) & dato da _73 +T.
(b) Infine:
-3

1 1 1
5 T = 5(=3+27)) = 5 - (18467~ 15T +-21°) = S(147)- (21 17T +2T7).

2) Le fattorizzazioni in polinomi irriducibili sono le seguenti:
g
T —T?—2=(T*-2)-(T*+1) in Q[T];
TH— T2 —2=(T—=V2) - (T +V2)- (T —i)- (T +4) in C[T].



