
DIDATTICA GUIDATA GE2: PRODOTTI SCALARI E FORME
QUADRATICHE

Esercizio 1. Su
���

si considerila formaquadratica��� ���
	������ ������� ��� ���  �  � ������  �  �
(dove � � ��� � � � � �! é la basecanonicae �"	# � � � �  � � � �  � � � ).

(i) Si determiniunabasediagonalizzanteper � contenenteil vettore � � � � � .
(ii) Si determiniuna base � $ � %&� '  che sia ortonormalerispetto al prodotto scalare

standard edinoltrediagonalizzanteper � .
(iii) Si determiniun sottospaziovettorialedi dimensionedue (*) � � tale che �,+ (

sia definitanegativae si dimostrichenonesistonosottospazidi dimensioneduesui quali� é definitapositiva.

Soluzione. (i) Basediagonalizzantecontenente� � � � � :� � � � � � � � �.- � � ��� � � � �
(ii)

Si calcolala matricedi � rispettoalla basecanonicae si determinanogli autovalori.
Questisono: �0/ � � � � �
Tre corrispondentiautovettori di lunghezzaunocostituisconounabaseortonormalediag-
onalizzanteper � .

(iii) Su ( 	21 � � � � �43 � é negativadefinita.Sia 5 un sottospaziodi dimensionedue
sul quale � sia definitapositiva. Per la formula di Grassmann687:9 � (<;=5 �?>@/ . Ma
alloraesisterebbeun vettorenonnullo � in (A;?5 e per � si avrebbe��� � 3#B , ��� ����1 B :
assurdo.

Esercizio 2. Sia ��C �EDF�HG  unabaseortonormaleper
� �

munitodel prodottoscalare stan-
dard, (adesempiola basecanonica).
(i)Si determinino,scrivendonela matrice associatarispetto alla base �IC �EDF�JG  , tutte le
formebilineari simmetriche KML � �ON � �QP �
soddisfacentialle duecondizioniseguenti:
- i vettori C , D , G sonoisotropi rispettoa

K
,

- i vettori � C � D � , � C � G � , � D � G � sonoa duea dueortogonali rispettoa
K

.
(ii) Tra le formebilineari simmetriche precedentisene scelgauna non degenere e la si
indichi con

K&R
. Si risponda,fornendomotivazioniadeguate, alle domandeseguenti:

- Esisteper
K&R

unabaseortonormalediagonalizzantecontenentealmenounodeitrevettori

�TS �� � C � D � � �TS �� � C � G � � �TS �� � D � G �JU
- Esisteper

K R
unabaseortonormalediagonalizzante?

Soluzione. Sia �WVYX[Z\� con ] �H^ 	_/ � � �H- la matricesimmetricaassociataa
K

(rispettoalla
base� C �EDF�JG � ). La condizioneche C , D , G sianovettori isotropidi

K
equivaleaV �H� 	`V �a� 	`V �a� 	 B8b
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Le altrecondizionirichiestesonoequivalentiallacondizioneV � � � V � � � V � � 	 B
Ponendopercomoditádi scritturac 	`V � � 	dV � � , e 	dV � � 	fV � � , g 	`V � � 	dV � � otteniamo
chela matriceassociataa unaforma

K
édel tipo

h�iFj k 	 lm B c ec B � c � ee � c � e B
no

(ii) Il determinantedellaprecedentematriceé � c&e �p� c � e � , quindiperfissareunaforma
K

nondegenerebastafissarec � e nonnulli e tali che c � e?q	 B . Supponiamodi averefissato
tali valori econsideriamounodei trevettori

� S��� � C � D � � � S��� � D � G � � � S��� � C � G � �
adesempioil primo. La ternadellecomponentidi questovettorerispettoallabaseC �EDF�JG é� Sr�� �J/ � / � B � . Affinchéun vettoreappartengaa unabaseortonormalediagonalizzanteperK

la ternadelle suecomponentideve essereun autovettoredella corrispondentematriceh iFj k
, cioési deveavere �p/ � / � B � h iFj k 	dst�p/ � / � B � �

perun datoautovalore s di
h�iFj k

. Poiché�p/ � / � B � huiFj k 	_� c � c � � c �
si deveavere � c � c � � c �v	`st�p/ � / � B � b
Ció é possibilesolose c 	 B e quindi

K
é degenere.Lo stessoragionamentovalepergli

altri duevettori. Conclusione:nessunodeitrevettoripuófarpartedi unabaseortonormale
diagonalizzantedi

K
(nondegenere).

(ii) Sí,peril teoremaspettrale.


