ISTITUZIONI di FISICA MATEMATICA (FM2) (1 modulo), A.A. 2001/02
COMPITO (9/4/02)

Esercizio 1 (7 punti)
Si determini la soluzione di

Au(z,y) =0 1<z?+y%<4
u(z,y) =0; 2?+y’=1
ou

@) =1 2”4y’ =4

Soluzione Si cerca la soluzione in coordinate polari come superposizioni di ar-
moniche

u(r,0) = M + Alogr + Z(g)"[An cosnb + B, sinnb]
n>1

+ Z(g)f"[C’n cosné + Dy, sinnf]

n>1

Imponendo le condizioni al bordo si ricava

ou A

Si ottiene quindi
u(r,0) = 2logr

In coordinate cartesiane u(z,y) = log[z? + y?].

Esercizio 2 (7 punti)
Verificare I’esistenza e determinare la soluzione di

Uy + Uty =1

u(z,0) = 22

Soluzione La soluzione esiste localmemte ed e’ unica per ogni z € R. Le equazioni
per le caratteristiche sono

ax(t, s)=z
%y(t,S) =1 (1)
%z(t,s) =1

z(0,8) = s y(0,8) =0 2(0,s) = s*
1



La soluzione é
2 1, 2
z2(t,s) =t+s y(t,s) =t m(t,s)zit +s°t+s
Si ricava facilmente

; 1
= S = —
Y + 2%

1
—1+4/1- 4[§y2 - x]y]

La scelta di s+ si ottiene verificando che la soluzione soddisfa le condizioni iniziali.
Quindi posto

us(z,y) = 2+(H(z,y), s(2,y)) = y + s3.(2,y)
si verifica facilmente che

lim vy (z,y) = 2°
y—0

Quindi la soluzione u(z,y) = uy(z,y). La soluzione pud estendersi a tutti i valori di
y tali che 1 —4[}y? — 2]y > 0.

Esercizio 3 (8 punti)
Si determini la soluzione u(z,t) di

Upe + SINT = Uy 0<a; t>0

w0,6)=0 ¢t>0
u(z,0) =2 ug(z,0) =0 x>0

Soluzione
Cerchiamo la soluzione u(z,t) = v(z,t) + sinz con v(z,t) soluzione di

Vpzr = Vgt 0<x; t>0
v(0,6)=0 t>0
v(z,0) =z —sinz ve(2,0) =0 x>0

Per risolvere quest’ultimo problema si estendono i dati iniziali per z < 0 in modo
dispari ponendo w(z,t) = v(z,t) se > 0 e w(z,t) = —v(—z,t) se z < 0 ottenendo

Wey = Wit t>0

w(z,0) =z —sinz wy(z,0) =0 z€eR

La soluzione é 1
w(z,t) = 5[2m —sin(z +t) — sin(z — t)]

Si ottiene quindi

1
u(z,t) =sinm+§[2x—sin(m+t) — sin(z — t)] z>0,t>0
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Esercizio 4 ( 8 punti)
Si determini la soluzione dell’equazione

Ut = Ugg O<z<l1 0<t
u(z,0) =z 0<z<l1
u,(0,t) =0 u(l,t) =1 0<t

Si discuta inoltre la regolaritd della soluzione trovata. Sia inoltre v(z,t) la soluzione
di (1) con dato iniziale al tempo t = 0, tale che v(z,0) = z + 10 2tan=. Si stimi la
differenza tra v(t) e u(t).

Soluzione Si ponga u = g + 1 con ¢ soluzione di

gt = Gzz Ozl 0<t
9(z,0) =2 -1 0<z<l1
9:(0,t) =0  g(1,t)=0 0<t

La soluzione pud o ttenersi per separazione di variabile. Utilizzando le condizioni al
bordo si ottiene, posto I, = [(2n — 1)Z]?

g(z,t) = Z eIt A, cos /I
n>1
con A, determinabili imponendo
v(z,0) = Z Apcosipz=2-1
n>1
Si ottiene

1
A, = / (z — 1) cos \/Inzdz
0

La soluzione é C* per (z,t) € (0,1) x Rt. Poiche anche i dati al bordo sono
regolari la soluzione é C* per (z,t) € [0,1] x R*.
Dalla dipendenza continua dai dati iniziali si ottiene

sup sup |v(t,z) —u(t,z)| <10 %tan1
t€[0,T] z€[0,1]



