ISTITUZIONI di FISICA MATEMATICA (FM2) (1 modulo), A.A. 2001/02
COMPITO (1/2/02)

Esercizio 1 (7 punti)
Si determini la soluzione di

Au(z,y) = z%y? 0<zx<l1 0<y<2
ou
on
u(0,y) = 0; u(l,y) =0 0<y<2

u(z,0) = 0; (,2) =0 0<z<l1

Si discuta la regolaritd della soluzione trovata.

Soluzione Si cerca la soluzione nella forma

u(z,y) = Z Z A,y sin g( n2+ )y sinmmx (1)

n=0m=1
La funzione in (1) soddisfa le condizioni al bordo richieste. Le costanti A, si
determinano nel modo seguente.
[7r (2n +1
2 2

P+ [mw]2} A = bacm

dove b,, sono i coefficienti di Fourier di

—, . T 2n+1
yQ:ansmE( 5 Yy

n=0

2
om +1
b":/ y?sin = (2 )y
A 273

e ¢, 1 coefficienti di Fourier di 22
oo
2 = E Co SINMTTX
m=1

1
Cm = 2/ 2?2 sinmrzdz
0

Si ottiene

Ao = =tnen { (5 (2D + | ©)

La serie in (1) con A, in (2) é uniformente convergente, poiché il generico termine
della serie é stimatoper 0 <z <1le0 <y <2da

sc{[gf";lnu[mw}l

2 1
A sin g( nt

)y sinmmz

Quindi la serie in (1) é maggiorata da una serie convergente e questo implica che é
uniformente convergente. Per verificare che la u(z,y) é una soluzione almeno C? sia
in z, sia in y (in realtd u € C°) si usa
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pioiché x2y? € C°.

Esercizio 2 (7 punti)
Verificare I’esistenza e determinare la soluzione
.2
YUy — TUy = U

u(z,0) = 2°

Soluzione La soluzione esiste localmemte ed €’ unica purché s # 0. Le equazioni
per le caratteristiche sono

d

%:E(t: S) =Y

d

%y(tas) =z (1)
i — 2

dtz(t,s) z

z(0,8) = s y(0,5) =0 2(0,8) = §*

La soluzione é

z(t,s) = scost y(t,s) = —ssint
2
s
2(t,8) = —~
(t,5) (1—ts?)
Si ottiene z* + y* = s* e t = —arctan ¥.

Sostituendo si ottiene

2% 412
1+ arctan(2? + y?2)]

w(z,y) = z(t(z,y), 5(2,y)) = [

Esercizio 3 (8 punti)
Si determini la soluzione u(z,t) di

2
Uy + € te T sinz = uy 0< t>0

w©0,6) =0 t>0
u(z,0) = ze® z>0

Si discuta il comportamento in funzione di ¢ di

Soluzione Poiché nell’origine abbiamo 4(0,t) = 0 si estende il problema in R
estendendo in modo dispari i dati del problema di partenza.
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Sia v(z,t) la soluzione di
zeR; t>0

Vgx + e~te ® sing = Vg
v(z,0) = ze™® z€eR
La soluzione é
1 (==9)? 2 t 1 @=? _ 2
v(x,t) = e = ye Yd +/ dse™? /ei & e Y sinyd
(z,t) Vi /R Y vt | Vi ydy

Si noti che v(0,¢) = 0 per ogni ¢ > 0. Quindi la soluzione per > 0 é data da

1 2 (e=y)? (e+y)?
u(z,t) = — ye ¥V lem ® —e  |dy
Vant Jr+
_(==y)? ENCESY 5 -
= — e 4 ]e ¥ sinydy

t
1
+ dse™® —— [e
/0 Vars Jr+

—F
dt t

oo o0 9
= —/ u?(z,t)dz +e_t/ e” " sinzu(z,t)dx
0 0

Il primo termine é sempre negativo, il secondo non ha segno definito, sebbene é

B0 = [ uieut e = [ Juas +ete  sin] ule, e
0 0

possibile stimarlo. %E(t) non ha quindi segno definito.

Esercizio 4 ( 8 punti)
Si determini la soluzione dell’equazione

O0<z<2 0<t

Utt = Uz
u(z,0) == ut(z,0) =0 0<z<2
ug(0,8) =0 u(2,t) =1 0<t

Si discuta, inoltre, la dipendenza dal tempo di

1/0 [u(z,t) +u?(z,t)]dz

Soluzione Si cerca las soluzione u(z,t) = 1+ v(z,t) con v(z,t) soluzione di

O<z<?2 0<t

Vtt = Vg
v(z,0) =2 —1 ve(z,0) =0 0<z<2

v,(0,8) =0 v(2,t) =0 0<t

Si pone
o>
m2n+1
t) = t —
v(z,1) W;)cn()COSQ 5



con ¢, (t) soluzione di

con

Quindi la soluzione é data da

oo
2 1 2 1
u(z,t) =1+ Z an, cos[g n2+ ]t cos g n2+ x

n=0

Si ha

%E(t) = /OQ[uz(x,t)uzt(x,t) + ug(z, t)up(z, t)|dz

_ / " elttae + gl -+ s (2, E)ue(2, ) — s (0, g (0, )] = 0
0

infatti u(2,t) = 0 per ogni ¢ > 0 implica u;(2,¢) = 0 per ogni ¢t > 0. L’energia si
conserva.



