ISTITUZIONI di FISICA MATEMATICA (1 modulo), A.A. 2000/01
COMPITO (21/12/00)

Esercizio 1 (7 punti)
Determinare la soluzione del seguente problema

u(0,2) = e_xE; u(0,2) =0 zeR

Soluzione
Cerchiamo la soluzione u(t, z) = 1t? + w(t, ), con w(t, z) soluzione di

Wey = Wit relR t>0
u(0, z) =e 7, u(0,2) =0 zeR
La soluzione w(t, z) é data da
1 2 2
w(t,z) = ) e (#Ht)" 4 o= (=-t)
Esercizio 2 (8 punti)
Determinare la soluzione u(z,y) di
yux+xuy:u2 z>0
u(z,0) =z

Determinare inoltre il luogo dei punti nei quali la soluzione presenta delle singolarita.

Soluzione
La soluzione esiste poiché la condizione di esistenza e unicitd locale é verificata per
z > 0. Le equazioni per le caratteristiche sono

%x(t,s) =y

d

fyﬁ’s) =7 (1))
Ez(t,s) =22

z(0,8)=s y(0,s) =0 z(0,s) =s

Si trova facilmente 2 — y* = s?, z(t,s) = =~. Siricava z = \/s? + y? (si ¢ scelta

la determinazione positiva poiché z > 0). Sostituendo nella seconda equazione di (1)

si ricava ln(% + 4/ Zs/—j + 1) =¢. Siricorda che

y du'
/ _ Y arcsinhy = ln(g + y_2 +1)
0 s2 4 y'? s s s

Quindi




La soluzione é ben definita per z > y, y+z > Oeper {(z,y) : 1—\/22 — y2% ln(yx‘%z) #I
0}.

Esercizio 3 (Tpunti)
SiaD={(z,y) eR*:0<z<7 O<y<m}

Upy + Uyy = YSINT in D

u(0,y) = u(m,y) =0 uy(2,0) = uy(z,7) =0

Soluzione
Si cerca la soluzione u(z, y) nella forma

u(z,y) = ZZA”’” Sin nx cos my (2)

Tale scelta verifica le condizioni al bordo.
In serie di Fourier

Yy = Z By, cos my (3)

con By, = 2-L;[(=1)™ — 1]. Inserendo (2) e (3) in (1) si ottiene che

B

Apm = 1 Atm = ———
0 n > 1 1+ m2

La soluzione é quindi
. B
u(z,y) = —sinz Z Hﬁ cos my

m>0

Esercizio 4 (8 punti)
Si determini la soluzione dell’equazione

Ut = Ugpgp IE[O,l] 0<t
u(0,2) =0 z €10,1]
u(t,0) = 0; ug(t,1) = 2t

Se t € [0,7], si determinino i punti nei quali la soluzione u(z,t) assume il valore
massimo.

Soluzione
Cerchiamo la soluzione u(t, z) = w(t, z) + 2zt, dove w(t, ) é soluzione di

Wy = Wyp — 22 z € [0,1] 0<t
w(z,0)=0 z€0,1]
w(t,0) =0 wy(t,1) =0

Per determinare w(t, z) poniamo

w(t, z) = Ecn(t) sin m(n — %)x

n

2



Sviluppando in serie di Fourier la funzione f(z) = z si ottiene
Stasina(n - e ba=2 [ drzsineia- )
r= nSinmT(n — =)z n = zrsinw(n — =)z
~ 2 0 2

Ricaviamo ¢, (t) risolvendo

Si ottiene

en(t) = =2(1 - e_[”("_%)]%)bn

Quindi la soluzione é

1y72 1
u(t,z) = -2 Z(l — g [r(r=3)] b, sin w(n — E)m + 2xt

Il massimo é raggiunto nel punto z = 1, =T



ISTITUZIONI di FISICA MATEMATICA (1 modulo), A.A. 2000/01
COMPITO (29/1/01)

Esercizio 1 (8 punti)
Determinare la soluzione del seguente problema

Upy + Uyy = Usy 0<z<0<yxl1 t>0
u(0,z,y) =0 us(0,2,y) =0 I<rz<l;0<y<1
u(t,0,y) = 0; u(t,l,y) =1 uy(t,2,0) = uy(t,z,1) =0

Soluzione
Cerchiamo la soluzione u(t, z,y) = z + w(t, z, y) con w soluzione di

w(0,z,y) = —x ut(0,2,y) =0 l<z<lj0<y<1
w(t,0,y) = 0; w(t,1,y) =0 wy(t,z,0) = wy(t,z,1) =0

La soluzione

w(t, z,y) E E Tom (1) sin nwx cos mmy
n>1m>0

con

Toam(t) = Apm cos my/(n? + m?)t + Bpp sin my/(n? + m?)t

Dalle condizioni iniziali

w(0,z,y) E E Apm SINNTX cOSMTY = —
n>1m>0

we(0,2,y) = EZBmsmnﬂ'mcosm”ry_O
n>1m>0

si deduce che By, =0e Ay = 0 per m > 1. Posto A,q = Ay, facendo la trasformata
di Fourier di z

1
—z = E b, sinnmwx b, = —2/ rsinnrxdz
n>1 0

s1 ottiene che A, = b,,.
La soluzione quindi é

u(t,z,y) =+ E b,, cos nmtsin nwx
n>1

Esercizio 2 (7 punti)
Verificare ’esistenza e determinare la soluzione u(z,y) di

(éL‘2 — Dug + yuy = yu x>0,
u(z,y) =1 quando r=y

Soluzione



. . . . . . 2 . . 1i 5
La soluzione esiste per quei valori di s tali che s* — 1 —s # 0, quindi s # T\/_ Le
equazioni per le caratteristiche sono

d
—zx(t,s) =22~ 1

i

d

ai = ()
d

Ez(t, s) = yz

z(0,s) =s y(0,8) =s z(0,8) =1
Si trova facilmente che le soluzioni sono

z—1 9,5 —1
—e
z+1 s+ 1

y = se” z = exp {se” — s}

Non si chiede di ricavare 7 e s come funzioni di z e y.

Esercizio 3 (Tpunti)
Sia D = {(2,y) € R?: 1 < 2? + y? < 1}. Si determini la soluzione di

Ugy + Uyy = 0 n D
1
u(z,y) =1 quandoz? + y? = )
u(z,y) =2 quandoz® + y* = 1
Soluzione La soluzione in coordinate polari é data da
u(r,0) = alogr+b
con a e b due costanti tali che
1
b = 2 a =
Inv?2
Esercizio 4 (8 punti)
Si determini la soluzione dell’equazione
. .
ut:um—i—81nt81n§x z e (0,1) 0<t
u(z,0) =0 z € [0,1]
u(0,4) =0 ugp(1,t) =1 0<t

Soluzione Poniamo la soluzione u(z,t) =  + v(z,t) con

. . m
vt:vm—i—81nt81n§x z e (0,1) 0<t
v(z,0) = —x z€0,1]
v(0,¢) =0 vp(1,8) =0 0<t

5



Si ponga

n>1
con ¢, (t) soluzione di
2
¢ (t) = ——c1(t) +sint
61(0) = b1
/ _ 2 1 2
e, (t) = —m (n—i) en(t) n>1

en(0) = by

dove b,, per n > 1 sono i coefficienti della serie di Fourier

o
il
—_
o~
~—
|
D
’“‘h\:
o+
—
el
firy
+
D\\ﬂ
8y
"’“h\:
»
w
=
=
93
QU
tn
—_—

Quindi

v(z,t) = Z en(t)sinm(n — %)CL‘ + ¢1(t) sin gl‘

n>1



ISTITUZIONI di FISICA MATEMATICA (1 modulo), A.A. 2000/01
COMPITO (4/6/01)

Esercizio 1 (8 punti)
Determinare la soluzione del seguente problema
Ugpy + Uyy = 0 0<z<lj0<cy<l1
u@0,9)=0;  w(liy) =y  uy(z,0)=uy(z,1)=0
Si discuta inoltre, la convergenza della serie che determina la soluzione e delle sue

derivate prime e seconde.
Soluzione Per separazione di variabili si calcola facilmente che

[ee]
u(z,y) = Z A, cos nmy sinh nrx

n=0

con A, costanti da determinare soddisfa le condizioni u(0,y) = 0; uy(z,0) =
uy(z,1) = 0. Imponendo di soddisfare 1'ulteriore condizione u(1,y) = y si ottiene

u(l,y) = Z A, cosnrysinhnr =y

n=0

Sviluppando in serie coseno la funzione y in [0, 1] otteniamo

[ee]
Y= Z b,, cos nmy
n=0

con

1 .
2

b, = 2/ ycosnrydy = ——[(=1)" — 1]
o 2

n=m

Si ottienne quindi che

bn

sinh nm

n =

La soluzione é quindi

o0

b .
u(z,y) = Z sinl:mr cos nmysinh nmx
0

La serie converge uniformente per z € [0,1], y € [0,1]. Infatti la serie converge
assolutamente poiché il termine generico pud essere stimato nel modo seguente

bn

sinh nm

—nn[l—=z]

. 1
cosnmysinhnrz| < C—e
n2

con C' costante positiva. La serie che si ottiene derivando una volta o due volte sia
rispetto a x che ad y converge uniformemente solo per z € [0,1), y € [0,1]. La
soluzione che si ottiene é quindi continua in z € [0, 1], y € [0, 1], ma derivabile solo
per z € [0,1), y € [0, 1].

Esercizio 2 (7 punti)
Verificare ’esistenza e determinare la soluzione u(z,y) di
Uy + zuy =0

u(0,y) =y
7



Soluzione

La soluzione esiste per y # 0. Le equazioni per le caratteristiche sono

Em(t,s) =z
d
Ey(t,s) ==z
d
Ez(t,s) =0

z(0,s) =0 y(0,8) =s 2(0,8) = s

Si trova facilmente che le soluzioni sono

z(t,s) = st
L
y(t,s) = §st +s z(t,s) =s
Ricavando t e s come funzioni di z e y si ottiene
' 1
t:£ y:_—s_le—}—s
s 2

Quindi
1
s+ 5332 —sy=20

1
s = gly+Vy* - 227

che é ben definita solo se y? — 2z2 > 0.
Poiché lim,_, %[y + y? — 22%] = y, la soluzione é

M&w25w+vﬁ—%ﬂ

Esercizio 3 (7 punti)
Si determini la soluzione di

Ugpy + Uyy + 6_1‘2 = Uy ((L‘, y) S R2
u(0,z,y) =0

Soluzione La soluzione é

t
1 e—2)%+y°]
u(t,m,y):/ dsif e A e_z2dydz
o An(t—s) Jre

¢
1 -7
:/ dsi/e_ =) e~ 7% dz
0 dr(t —s) Jr

Esercizio 4 (8 punti)
Si determini la soluzione dell’equazione
1

utt:um—}—sinim z € (0,m) 0<t

u(z,0) =0 ug(z,0) =0 z € [0,

u(0,t) =1 ug(m,t) =1 0<t
8

t>0



Soluzione Si cerca la soluzione come
u(z,t) =z 4+ 1+ v(z,t)

con v soluzione di

1

Vst = Upp + sin El‘ z € (0,m) 0<t
v(z,0) = =[x+ 1] v (2,0) =0 z €10,1]
v(0,t) =0 vgp(m, 1) =0 0<t

Per separazione di variabili

- 2n — 1
v(m,t):ch(t)sin n2 x

n=1

soddisfa v(0,1) = 0, vy (m,t) = 0 e ¢, (¢) sono coefficienti da determinare in modo da
soddisfare v(z,0) = —[z + 1], v¢(z,0) = 0.
Si ottiene )
G = [P+l n=1
2n —1
en(t) = ~[To—Pen(t)  n>2

con condizioni iniziali ¢, (0) = dy, ¢}, (0) =0 per n > 1 con d,, dato da
2 ™
dn :—;/0 dx[:z:—{—l]sin%m

Si ottiene

2n—1
) z

1
e1(t) =4+ (d1 —4) cos it en(t) = dy cos



ISTITUZIONI di FISICA MATEMATICA (1 modulo), A.A. 2000/01
COMPITO (12/7/01)

Esercizio 1 (6 punti)
Si determini la soluzione di

Au(z,y) =0 —l<z<l 0<y<y1—2?
u(z,0)=0 —1<e<1; u(z,y) =y 224y =1

Soluzione In coordinate polari il dominio D = {-1 < z < 1 0<y<
V1 —z?} é rappresentato da 0 < § < 7, 0<r<l1. Sia

u(r,0) = Er”[An cosnfl + By sinnf] + M6 + C

n=1

con A,, B,, M, C costanti da determinare una funzione che é certamente armonica in
D. Imponendo le condizioni al bordo si ottiene M =C = A, =0¢e¢

u(1,6) = ZB” sinnf = sin 6
n=1

Da quest’ultima si deduce B; = 1, B, = 0 per n > 2.

Esercizio 2 (7 punti)
Verificare I’esistenza e determinare la soluzione in forma parametrica di

(z 4+ Duy —yuy, = u
u(0,y) = y°

Soluzione La soluzione esiste per y # 0. Le equazioni per le caratteristiche sono

d

Em(t,s) = —y

d

JY(ts) =z +1 (1)
Ez(t,s) =z

z(0,s) =0 y(0,8) =s 2(0,5) = s?

La soluzione, in forma parametrica, é

z(t,s) =cost — ssint — 1

y(t,s) =sint + scost z(t, s) = ¢ls?
Esercizio 3 (7 punti)
Si determini la soluzione u(z, y,t) di
Ugg + Uyy + €' = u 0<r<li0<y<l1
u(0,y,t) =u(l,y,t) =0;,0<y <1 t>0
uy(2,0,t) =uy(z,1,1) =0;0< 2 <1 t>0

u(z,y,0)=0



Soluzione Cerchiamo la soluzione u(z,y,%) = > .51 > .m0 Cnm(t) sin nwe cos mmy
con ¢pm, (t) soluzione di

() = —r? [n2 + m2]cnm(t) + e tdum
enm(0) =0

con

1 1
dpm = 4/ sin nﬁmdm/ cos mrmydy
0 0

Si ha dpm = 0 quando m > 0, d,0 = %[1 = (=0"].
Si ottiene quindi ¢pm () = 0 quando m > 0, epo(t) =
La soluzione é quindi

7721:20—1 [1 _ e—7r2n2t].

u(z,y,t) = Z cno(t) sinnme

n>1

Esercizio 4 ( 6 punti)
Si determini la soluzione dell’equazione

Utt = Ugg x>0 0<t
u(z,0) = ze us(2,0) =0 x>0
u(0,4) =0 0<t

Soluzione

La soluzione si trova estendendo I’equazione per # < 0 e considerando come dato
iniziale I’estensione dispari di u(z,0). Poiché u(z,0) é una funzione dispari si ottiene
che la soluzione u é la restrizione alla semiretta positiva della soluzione

Vit = VUgz zeR 0<t
v(z,0) = ze " v (2,0) =0 z>0
v(0,t) =0 0<t

Si ottiene facilmente che
1 2 2
v(z,t) = E[(l‘ + t)e(zH) + (z — t)e(x_t) ]

Si osservi che v(0,¢) = 0 per t > 0.

Esercizio 5 ( 4 punti)

Sia u(z, y) una funzione armonica in Q C R?. Sia la circonferenza C' di centro I’origine
e raggio % contenuta in Q. Si supponga che u(z,y) = log[z? + y?] per (z,y) € C. Si
chiede di determinare il valore di u nell’origine.

Soluzione Dal teorema del valore medio si deduce che

u(0,0) = —log4

11



ISTITUZIONI di FISICA MATEMATICA (1 modulo), A.A. 2000/01
COMPITO (4/9/01)

Esercizio 1 (7 punti)
Data ’equazione
Au(z,y) =0 2?4y’ <4
u(z,y) = zy 2?4yt =4
si chiede:
1)determinare la soluzione
2) rappresentare la soluzione utilizzando il nucleo di Poisson
Soluzione In coordinate polari (r,6), zy = r?cosfsinf = %r2 sin 260 e quindi sul
bordo (8, 7)y(#,r) = 2sin 26. Per separazione di variabile la soluzione é

u(r,0) = 2(%)2 sin 20

In coordinate cartesiane u(z,y) = £(z? + y?)zy.
Utilizzando 'integrale di Poisson si ottiene

_2 [ (A-r?)sin2g
u(r,m—ﬁfo T+ —drcos(0— )7

Esercizio 2 (7 punti)
Verificare 1'esistenza e determinare la soluzione di
Uy + Uy + uw?=1
u(z,z+ %) =2 z>0

Soluzione La condizione di esistenza ed unicita é verificata per x > 0. Le equazioni
per le caratteristiche sono

%m(t,s) =1
(s =1 (1)
%z(t,s) =1-22=(1=2)(142)

z(0,s) =s y(0,s) = s + s* z(0,8) = s
La soluzione, in forma parametrica, é
z(t,s)=1t+s

1+2z(t,s)1—s 9t

t =1 2 =
y(t,s) =t+s+s ) 1ds

Si ricava facilmente

=

s=(y—x) y>zx

1

t=z—(y—2)2

M 4 (y— )} - 1+ (y— 2

1= (y—2)} + 2= =221 4 (y — 2)3]
12

z(t(z,y), s(z,y)) = u(z,y) =



Esercizio 3 (8 punti)
Si determini la soluzione u(z,t) di

Upy — U = Ug O<e<1;t>0
v(z,0)=1
uy(0,t) = e " u(1,t) = e 0<z<1 t>0

Soluzione Si cerca la soluzione u(z,t) = ze™* + v(z,t), con v(z,t) soluzione di

Vpy — U = Vg << ;>0
v(z,0)=1—2
uz(0,4) =0 u(1,t) = 0; 0<z<1 t>0

che si risolve per separazione di variabile. Posto

v(z,t) = E n(t) cos(n + %)ﬂ'm

n=0

si ottiene che ¢, (t) é soluzione di

dove

! 1 2
b, =2 [ (1 —x)cos(n+ i)wmdm =
0

La soluzione é
ealt) = e~l=(r+ Dl

n

Quindi

[ee] 1
t = -t n t — Jil.
u(z,t) = ze —}—nE:Oc (t) cos(n + 2)"rx

Esercizio 4 (8 punti)
Si determini la soluzione dell’equazione

Ugy — Uge +u =0 <<l 0<t
u(z,0) == us(z,0) =0 x>0
u(0,t) = u(1,¢) =0 0<t

Soluzione Per separazione di variabile

u(z,t) = Z en(t) sinnmrz
n=1
con
Aty = —[-1+n?7%ea(t) t>0
en(0) = by c(0)=0
con

1
1
b, = '2/ zsinnredr = —2—(—=1)"
0

nmw

La soluzione é
en(t) = by cosy/(n?m2 — 1)t
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