Corso di laurea in Matematica
Sistemi dinamici — Primo Modulo

PROVA D’ESONERO DEL 9-12-99

CORREZIONE

EsErcIzio 1.

(1.1) Si ha
V(z) = (2* 1) (2* —2) (2* — 3) =2° — 62 +112° — 6,
V'(z) = % = 62° — 242% 4 227 = 2z (32" — 1227 + 11) ,
v

V@) = 35 = 30z* — 722% + 22 = 2 (152" — 362® + 11) .

L’equazione del moto & quindi
i=-V'(z) = -2z (3z* — 122% + 11) .

(1.2) T punti stazionari di V() sono i valori z tali che

z2=0,
2=2-1/V3,
2 =2+1/V3,
quindi sono i 5 valori
z=0,

r=+/2-1/V3,
x:i\/2+1/\/3,

V(O)=0, V'(0)=0 V"(0)=22>0,

V(i\/Z—l/\/g)=%, V'(£4/2—-1/V3) =0, V”(:l:\/Q—l/\/E)=8(1—2\/§)<O,
V(i\/2+1/\/§)=—3%, V'(£y/2+1/V3) =0, V”(i\/2+1/\/§)=8(1+2\/§)>0,

Quindi i punti d’equlibrio sono 5:

Py =(0,0), Py =(+\/2-1/V3,0),  Pio=(+1/2+1/V3,0).
(1.3) I punti Py, P_2 e P, saranno punti d’equilibrio stabile, mentre i punti P_; e P; saranno punti
d’equilibrio instabile, come implica la seguente discussione.
Poiché i punti 29 = 0 e 241 = +1/2 — 1/4/3 sono punti di minimo per I’energia potenziale V(z), per il

Teorema di Lagrange i punti Fy, P_» e P, sono punti d’equilibrio stabile per il sistema dinamico corrispon-
dente
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basta infatti prendere

W(e,y) = 397 +V(a) ~ V(ao)

oppure

W(a,y) = 54+ V(@) = V()

come funzione di Lyapunov

Riguardo ai punti Py, basta analizzare le curve di livello (cfr. il punto (1.4) successivo); alternativamente
si puo studiare il sistema linearizzato e verificare che uno dei due autovalori corrsipondenti ha parte reale
negativa.

(1.4) Ved. Figura.

(1.5) L’energia corrispondente al dato iniziale scelto & data da

1
E(z,j) = 5372 +V(#)=0.
Dal grafico della curva £ — V(z) si vede che il dato iniziale (Z,7) = (1,0) si trova su un’orbita chiusa,
percorsa quindi da una traiettoria periodica.

(1.6) Siha E — V(z) = (1 —2?) (2 — 2?) (3 — x?), cosi che

1 dz
T:2/_1 LA-2-)B-2)

(1.7) Se definiamo

®(z)=(1-2°) (2—-2°) (3—27) ,
si ha
dove

Quindi per z € [-1,1] si ha

cosi che risulta

Quindi
T <T<T,,
dove . .
x :
Tj:2/—1\/ﬁ’ j=12.
Thendno conto che
T,

1 dz _
[ 7=~
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si ha quindi

cosi che

(1.8) 11 dato iniziale (1/2 + 1/+/3,0) corrisponde alla posizione d’equilibrio instabile P,. Quindi

2

— t(t) =0 vieR.
33 () ; €

z(t) = g +

(1.9) Se ¢(0) > 0 allora la corrispondente traiettoria & periodica (come si vede dallo studio delle curve di
livello al punto (1.4)).

EsERcCIZIO 2.

I Metodo.

1l polinomio caratteristico dell’operatore lineare

pPA) = (—1=N)(-1-X) (1 -1 =(-1-1)>1 -],

cosi che lo spettro di A e costituito dagli autovalori

)\12—1, A2=—1, A3=1:

abbiamo quindi due autovalori distinti Ay = —1 e A3 = 1 di molteplicita rispettivamente n; =2 e nzg = 1.
Possiamo scrivere R = E; @ E,, dove By =ker (A+1)” e By = ker (A —1).
Si ha
01 -2 -2 1 =2
A+1=(0 0 4 , A-1=( 0 -2 4 ,
0 0 2 0 0 O
cosi che una base {v1,v,} di E; & data dai vettori di componenti (z,y, z) tali che
z 0 1 -2 01 -2 z 0 00 x
A+1)*|y|=(0 0 4 00 4 y|l=(008]|y]|=0,
z 0 0 2 0 0 2 z 0 0 4 z

mentre una base {vs} di E, & data dall’autovettore associato all’autovalore A3 = 1, i.e. dal vettore di
componenti (z,y, z) tali che

T
A-1)|y|=[ 0 -2 4 y|=0.
z
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Dalla prima relazione otteniamo per le componenti di v1,vs la relazione
z=0,
che, per esempio, permette di scegliere
v = (1,0,0) , vy = (0,1,0) ,
mentre per le componenti di v3 otteniamo

—2r+y—22=0,
—y+22=0,

cosi che la somma delle due equazioni implica z = 0, cosi che y = 2z; se scegliamo z = 1, abbiamo quindi

v3 = (0727 1) -
In conclusione si ha
)\1:_1 } — { UIZ(I,O,O),
{)\2:—1 U2:(07]—70)7
A3 =+1 — 1)32(0,2,1).
Si ha quindi
(41 e1 1 00
V2 =P €9 5 P = 010 5
U3 €3 0 2 1

se {e1,€ea,e3} & la base standard in cui operatore lineare che definisce il sistema dinamico & rappresentato
dalla matrice A.
Siano y le coordinate nella base definita dagli autovettori {vy,va,v3}. Si ha allora

y=Qz, Q'=P".

Quindi
1 00
Q'=10 1 2
0 01
cosi che det Q = 1. Si ha quindi
10 0
Q=(0 1 -2
0 0 1
Scriviamo A = S+ N, dove S ¢ semisemplice e N ¢ nilpotente. L’operatore rappresentato da S nella base
{e1,...,e,} & rappresentato nella base {v1,vs,v3} dalla matrice
-1 0 0
=10 -1 0],
0 0 1
cosi che si ha
1 00 -1 0 0 10 0
S=Q7'sQ=10 1 2 0 -1 0 01 —2
0 01 0 0 1 0 0 1
1 00 -1 0 0 -1 0 0
=10 1 2 0O -1 2| = 0 -1 4
0 01 0 0 1 0 0 1
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Si ha quindi

-1 1 2
N=A-S= 0 -1 4] —
0 0 1
e si verifica immediatamente che
01 -2 01
N2=(0 0 O 0 0
00 O 00

cosi che N ¢ effettivamente nilpotente.
Si ha allora, per ogni ¢ € R,

-1 0
0 -1
0 O

IS

o

!
A = HSHN) _ gtSHIN _ (ISotN _ =1,t5'() otN

dove
) 1 0 O et 0 0 1 0
eS=0Q7 Q=101 2 0 et 0 0 1
0 0 1 0 0 et 0 0
100\ /et 0 0
={0 1 2 0 et —2t]=
0 0 1 0 0 et
e
1 0 0 0 t -2t
eN=14+tN=[0 1 0|+{0 0 0 |=
0 0 1 0 0 O
In conclusione si ha
et 0 0 1 ¢
eA=1 0 et 2t —2? 01
0 0 et 0 0
e~t tet  —2te?
=1 0 et 2et—2t
0 0 et
Se il dato iniziale & 2(0) = (1,1, 1) si ha allora
et te7t  —2te?
z(t) =eMz(0)=| 0 et 2t —2et

0 0

et

e~t 4+ 2t — et

(e‘t +te t — 2tet

e

Quindi la soluzione del sistema & = Az, con condizioni iniziali z(0) = (1,1,1), &

zi(t)=(1—t)e™",
xo(t) = 2et — et

x3(t) = et .

IT Metodo.

Scrivendo il sistema & = Az nella forma

Ty = —x9 + 423,

{i'1=—$1+$2—21:3,

'/1-:3::1‘.37
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si vede che la terza equazione dipende solo dalla funzione x3, quindi si puo risolvere esplicitamente. Tenendo
conto della condizione iniziale si ha
z3(t) = elwos = €’ .
Quindi la seconda equazione diventa
Ty = —X2 + 4et R

che & un’equazione differenziale lineare non omogenea in z5. La soluzione si scrive nella forma

t t
zo(t) = et [:1:02 +/ ds e_(_s)4es] —et [1 + 4/ ds 623]
0 0
et —1 .
—et [1+4( 5 >]:e‘t [QeZt—l]:2et—e_t.

Utilizzando le due espressioni trovate per x» e per x3, si trova per x; ’equazione
’ p q

Ty =—T+ (2et —e*t) —2l=—z+et,

che di nuovo & un’equazione differenziale lineare non omogenea, ora in x;. La soluzione si scrive nella forma

zy(t) = e [$01 + /Ot dse= (=9 (_6_3)]

=e! (1—/0td31) =et(1-1).

In conclusione la soluzione con condizioni iniziali zo = (1,1,1) & data da
zi(t)=(1-t)e’,
To(t) = 2et — et
z3(t) = et .

Esercizio 3.
1l polinomio caratteristico e

PN =EA-NC2=-AN+1=X—-61+9=(1-3)°=0,

cosi che gli autovalori di A sono dati entrambi da A = 3, i.e. sono coincidenti.
Si ha allora
A=S+N,

30 _ (1 -1
a=(30). weams=(1 7).

Si verifica immediatamente che

dove

(1) [S,N]=SN-NS=0,
(2) N?=0,

cosi che si ha

t 1-t¢
() = () ().
{a:l(t) =3 [(1 4+ t) zo1 — tzgs] ,

z2(t) = €3 [twor + (1 — t) o2]

che costituisce la soluzione del sistema con dati iniziali (Z, 7).

eAt:eSteNt:e3t(]1+Nt):e3t(1+t —t ) ’

da cui si ottiene

che, espressa per componenti, da
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