Primo Esonero di CP2
a.a. 2001/2002

Esercizio 1 Sia (Q,F,IP) esia X : @ - IR una v.a.

a) Dare la definizione di o(X).

b) Sia a € R. Dimostrare che X = a se e solo se o(X) = {0, Q}.

c¢) Siano a,b € R, con a # b, e A € F, con A # 0,Q. Dimostrare che X = allg + bll4- se e solo se
o(X)={0,4, Ac,Q}.

Esercizio 2 Sia (Q,F,IP) uno spazio di probabilita e Ay € F tale che IP(4g) > 0. Sia

IP(A n Ao)
A TPy(A)=P(A|4A) = ———
a) Verificare che (Q,F,IPy) & uno spazio di probabilitd e che IPq « IP. Scrivere %‘l.
b) Mostrare che IP <« P se e solo se IP(4g) = 1 e scrivere in tal caso %.

c) Fissato p > 1, mostrare che se X € LP(Q), F,IP) allora X € LP(Q, F,IPg). Detta Eq la media
rispetto a IPy, dimostrare che esiste una costante positiva ¢, tale che IE¢(|X|P) < ¢, IE(JX|P).

d) Posto invece,
P(4g|A) selP(A) >0

.7-'9A'—>]P°(A):{0 e P(4) = 0

dire se TP & una misura, eventualmente di probabilita, su (Q, F).

Esercizio 3 Enunciare e dimostrare i due lemmi di Borel-Cantelli e verificare, con un controesempio,
che il secondo lemma di Borel-Cantelli non vale in generale se si elimina ’ipotesi di indipendenza.
Esercizio 4 Sia X una v.a. con densitd px (z) = ce™l*l e sia Y = X? 1 x|<q, con a,c > 0 fissate.

a) Determinare c e dire se X € L?.
b) Calcolare Cov(X,Y). X e Y sono indipendenti?

c) Dire se Y ha densita e scrivere la f.d. Fy di Y.



Soluzioni

Esercizio 1 a) Si rimanda al libro di testo. Nel seguito, useremo o(X) = {X }(B); B € B(R)}.

b) Se X = a allora per ogni boreliano B,

_ _J 0 sea¢B
XI(B)_{Q sea € B

quindi o(X) = {0, Q}.

Viceversa, supponiamo che o(X) = {0,Q}. Se per assurdo X potesse assumere due valori aj,az
diversi, allora A; = X~ 1({a1}) e A2 = X~!({a2}) sarebbero due elementi di o(X) disgiunti e non vuoti,
il che non & possibile. Quindi X assume un unico valore a.

c) Supponiamo X =allg + bll4.. Allora per ogni boreliano B,

0 seab¢B
A seacBeb¢B
A° sea¢ BebeB
Q se a,be B

X YB)=

quindi o(X) = {0, 4, A°,Q}.

Viceversa, sia o(X) = {0, 4, A°,Q}. Supponiamo per assurdo che X possa assumere n > 3 valori
diversi. Se ai,as,a3 denotano tre di questi valori diversi, allora 4; = X '({a1}), 42 = X '({a2})
e A3 = X~'({a3}) sono tre elementi di o(X) disgiunti e non vuoti, il che non & possibile. Quindi X
assume o un solo valore o oppure due valori « e 8 distinti. Ovviamente il primo caso qui non & possibile,
altrimenti da a) si avrebbe o(X) = {0, Q}. Quindi esistono «, 8 diversi tali che X = a1 + 8 lIp<, con
I =X 1({a}) € Fel # 0,Q. Ora, come visto sopra, in tal caso si avrebbe o(X) = {0,T,I'*,Q} e
poiché per ipotesi o(X) = {0, A, A¢,Q}, dev’essere I' = A oppure I' = A°, da cui la tesi.

Esercizio 2 a) Si ha: Py @ in effetti definita su tutto F; IPo(Q2) = 1; IPo(A) > 0 per ogni A € F; se
{A}r C F & tale che Ag, N Ag, per ogni k; # k2, allora

IP(UkAk nAo) Ek (Ak ﬂAO

Py (Up Ar) = IP(UpAg | Ag) = Ay - Py ZIP Ar | Ag) =) TPo(Ay)
k

dunque Py & una misura di probabilita su (2, F).
Poi, se IP(A4) = 0 allora IP(A N Ag) = 0, quindi IPy(A) = 0, cioe Py <« IP. Inoltre, per ogni A € F,

_]P(AnA)_ 1 11,40
Pol) = 50" = i fyon ™ = [ w0

da cui segue che IP-q.o.
dlP, 1

P “) = By

T, (w).

b) Supponiamo P « IPy. Poiché IPy(A§) = 0, dev’essere IP(A§) = 0 cioe IP(4y) =

Viceversa, supponiamo che IP(4y) = 1. Allora IP(AN Ag) = IP(A) quindi IPo(A)
A € F, e ovviamente IP < IPg.

In particolare, IP <« TPy se e solo se IPg = IP, ma allora %

1.
= IP(A) per ogni
d]P =1

¢) Abbiamo visto che Py <« IP. Allora,

Z € L'(Q, F,TPy) se e solo se Z%ELI(Q,}',]P)



e in tal caso, Eg(Z) = [ ZdIPo = [ Z “X2 dIP. Ora, sia X € LP(Q, F,IP), cioe Z = |X|P € L}(Q, F,IP).
Allora,
dIP
20| = o P 1 <a X
dove si & posto ¢, = 1/IP(Ap), quindi (per dominazione) 7Z % € LY(Q,F,P). Cid prova che |X|P €
LY(Q,F,Py), o meglio X € LP(Q, F,TPy), ed inoltre

Eo(1XP) = ¢, [ X7 La, dP <, [ [XPdIP = 6, B(XP).

d) No: in generale IP° non ¢ una misura, tanto meno di probabilita. Infatti, se IP(4g) = 1, allora
IP°(A) = 1 per ogni A € F tale che IP(4) > 0, quindi IP® non ¢ additiva. Se invece IP(4¢) < 1 si prenda,
ad esempio, A = Ag e B = A§. Allora, ANB=0¢e AU B =, quindi

P°(AUB) =TP(4y | Q) =TP(4) < 1.

Inoltre, IP°(A) = P%(4p) = 1 e P*(B) = P(A§) = 0, quindi PY(A U B) < P°(A4) + P°(B), ovvero P°
non & una funzione additiva, dunque non & una misura.

Esercizio 3 Si rimanda al libro di testo. Per il controesempio, si consideri, ad esempio, una successione
{An}n tale che A, = A per ognin, dove A e tale che IP(A) = p € (0,1). Allora, >, IP(A,) =", p=+00
ma IP(A4, i.0.) = P(A4) < 1. Infatti, qui gli eventi A4,, ovviamente non sono indipendenti.

Esercizio 4 a) px ¢ integrabile su IR: posto f,(z) = p(x) 1l;|<p, evidentemente 0 < f,, T px e quindi
(MON) [ fn(@)dz 1 [ px(x)dz. Ora,

w(z)dr = nﬂd: —e " = dr,
/]Rf(a:)m 26/06 r=2c(l—e ™)1 2 /lRpX(x)w

da cui segue che px ¢ integrabile e ¢ = 1/2. Perché X € L?, la funzione z°px (x) dev’essere integrabile
suTR. Ora, 0 < o2px (2) Uy < 1 #%px (2)

n

n
/ 2°px (z) g <pdz = 2c/ z?e%dr = QC< .
R 0 0

n

—2e7 "
0

— 2xe™ "

:)T4c=2.

Dunque, X € L? e IE(X?) = 2. In particolare, X € L' e IE(X) = [; zpx (x)dz = 0 perché la funzione
x — xpx (z) & dispari.

b) Per X,Y € L2, Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(XY) perché qui IE(X) = 0. Quindi,
occorre dimostrare che Y € L? e calcolare IE(XY). Poiché Y = X?1lx|,, in particolare |[Y|* < a*,
quindi (per dominazione) la sua media esiste. Inoltre,

E(XY) =E(X?1x,) = /373 Ny <o px(z)de = / 2’ px (z)dz =0

—a

perché x — z3px (x) & dispari. Quindi Cov(X,Y) =0. Ma X e Y non sono indipendenti. Ad esempio,
P(X >a,Y >0)=IP(X >a,X?lljx<, >0) =IP(X >a,0>0) =P0) =0 ma

P(X >a)P(Y >0)=P(X >a)P(|X|<a) #0=1P(X >a,Y >0).
c) Y non ha densitd perché la sua legge Ay non & assolutamente continua rispetto alla misura di

Lebesgue. Infatti, Leb({0}) = 0 ma Ay ({0}) = P(Y = 0) = P(|X| > a) = 2¢ [," e~%dz > 0.
Scriviamo la f.d. di Y: per y € R,

Fy(y) =TP(Y <y) =P(X* x|, < ¥)

ii



quindi Fy (y) = 0 per y < 0 ma anche Fy (y) =1 per y > a?. Per 0 <y < a? si ha:
Fy(y) =P(X*Ijx|<, < y) =P(X* < y,|X| <a)+ P(|X]| > a)

VY o0
= 20/ e dx + 2/ e ¥dr=1—e"VYt+e o
0 a

Quindi,
0 sey <0
Fy(y)={ 1—e V¥i4+e® se0<y<a?
1 se y > a.

Si noti che AFy (0) = e % > 0, quindi Y non pud avere densita (nel qual caso Fy sarebbe continua).
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