Esercizi di CP2, IX
a.a. 2001/2002

Esercizio 1 Sia {X,}, una successione di v.a. tale che X,, = X in legge e sia f una funzione continua.
Dimostrare che f(X,) = f(X) in legge.

Esercizio 2 Sia X una v.a. con densita esponenziale-doppia, cioe fx (z) = %e“x‘, z € R.

a) Detta px la funzione caratteristica di X, verificare! che ¢ x(6) = ﬁ.

b) Verificare che px € L'(IR,Leb) e dedurre 'espressione di fx usando il teorema di inversione.
c) Una v.a. Y & detta di Cauchy se ha densita fy(y) = m, y € R. Usando a) e b), dimostrare
che? oy (y) = e 1?1, § € IR, essendo ¢y la funzione caratteristica di Y.

d) Sia {Y,}, una successione di v.a. ii.d. di Cauchy. Dimostrare che® la media empirica ¥,, =
%2221 Y; & ancora una v.a. di Cauchy. Questo risultato & in apparente contraddizione con la LGN:
perché? E perché tale contraddizione & solo apparente?

Esercizio 3 (Convergenza in L' delle densitdi convergenza debole)

a) Sia X, una v.a. con densita di probabilitd f,, n =1,2,... e sia f tale che f, — f in L'(IR, Leb).
Dimostrare che f & una densita di probabilita e, dette X,, e X v.a. con densita f, e f rispettivamente,
X, — X in legge.

b) Pern:1,2,...,siaFn(:1:):x—w se0<z<1,F,(x)=0sex<0eF,(x)=1sex>1.
Verificare che F,, & una funzione di distribuzione, per ogni n. Detta X,, una v.a. con f.d. F,, verificare
che X, ha densita di probabilitd f,. Dimostrare poi che X,, - X in legge, con X ~ Un(0,1), ma la

successione delle densitd {f,}, non converge in L!(IR,Leb) (né q.0.) alla densitd uniforme su (0, 1).

Esercizio 4 Sia {X,}, una successione di v.a. tali che X,, ~ Un(0, %)

a) Studiare la convergenza in legge della successione {n7X,},, v € IR (e confrontare con l’esercizio 2
dell’esercitazione VI).

b) Studiare la convergenza in legge di {(nX,)%}., B € RR.
Esercizio 5 Sia {X,}, una successione di v.a. ii.d., uniformi nel disco D; = {z € R? : |z|]s < 1}

(| - |2 = norma euclidea). Posto R, = |X,| e Z, = min(Ry,...,R,), studiare la convergenza in legge di
{V/n Z,}n, (e confrontare con l'esercizio 1 dell’esercitazione VI).

1 Potrebbe essere utile ricordare che se Z ~ Exp(\) allora ¢z () = fooo 20— Ndg = L.

2Questo esercizio consente di determinare la funzione caratteristica di una v.a. di Cauchy sfruttando una proprieta di
dualita tra le leggi esponenziale-doppia e di Cauchy. La funzione caratteristica di una v.a. di Cauchy si puo anche calcolare
con metodi di analisi complessa. A tale scopo, si consideri la funzione f(z) = e®#/(1 + 22), z € C (si noti che f ha due
poli in +7). Si integri f lungo la curva (chiusa) Cg di C delineata dal segmento (sull’asse reale) che congiunge —R a R e
dalla semicirconferenza di raggio R centrata nell’origine, prendendo quella superiore se 8 > 0 e quella inferiore se § < 0. Si
calcoli f Cn f(z)dz usando il Teorema dei Residui e se ne consideri poi il limite per R — +ooc.

3Potrebbe essere utile ricordare che esiste una corrispondenza biunivoca tra leggi e funzioni caratteristiche.



Soluzioni

Esercizio 1 Poniamo Y,, = f(X,) e Y = f(X). Presa g € (s, allora g o f rimane continua e limitata.
Allora, poiché X,, — X in legge,

E(9(Yn)) = E(go f(Xn)) = E(g o f(X)) = E(g(Y)),

quindi Y;, — Y in legge. Oppure, dal Teorema di Skorohod esiste uno spazio di probabilita (Q,F,IP)
dov’e possibile definire una successione di v.a. {Z,}, e un’ulteriore v.a. Z tali che Z, £ Xn (“é”
significa “ha la stessa legge”), per ogni n, Z £xe Zn — Z q.c. Essendo f continua, f(Z,) — f(Z) q.c.,

quindi f(Z,) = f(Z) in legge. Ora, poiché f(X,) £ f(Zy) e f(X) £ f(Z), si ha anche f(X,) = f(X)
in legge.

Esercizio 2 a) Si ha
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dove nell’ultimo integrale si ¢ effettuato il cambio di variabile  — —z. Se Z ~ Exp(1), allora ¢z(§) =

+too _z(if—1) 7, — _1 T
Jo e dz = 2, quindi
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b) Si verifica facilmente che px (6) & integrabile su IR e che
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(si consideri ad esempio la successione fn(0) = x(0) lgc(—n,n) € si usi MON). Allora (teorema di
inversione) X ha densita data da
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c) Se Y & una v.a. di Cauchy, allora

efz'@:l:

oy (6) = E(eY) = /]R il

Ora, scambiando i ruoli a 6 e z nella formula (1), si ottiene

ey(@) =el’  felR.



c) Posto S, = Zzzl Y%, usando le proprieta della funzione caratteristica (ricordiamo che le Y} sono
indipendenti), si ha

07,0 = p15.0) = g5, (0) = TLom (2) = [[ e/l = o = e,
k=1 k=1

quindi Y,, & ancora una v.a. di Cauchy. Ma allora Y,, = %Sn non converge ad una costante, come
seguirebbe dalla LGN. E infatti, qui la LGN non vale e non c’¢ alcuna contraddizione perché qui cade la
condizione che assicura la validitd della LGN: una v.a. di Cauchy non ha media, come segue dal fatto
che la funzione z — z/(1 + z?) ¢ L*(IR,Leb).

Esercizio 3 a) Perché [ sia una densita dev’essere f > 0 q.0. e [ f(x)dz = 1. Poiché f, — f in
L', per ogni A € B(R) si ha

| [ fa@yaa= [ j@as] < [ 1fu@) = f@)da < [ 1fu@) = @)l de 20 pern—
R
quindi
11m fn )dx = / f(z)dez, per ogni A € B(RR).
Poiché fn & una densita per ogni n, [, fn(z)dx > 0 per ogni A € B(R) e [ fn (z)dz = 1. Ma allora

J4 f(@)dx > 0 per ogni A € B(IR), da cui segue che f > 0 q.0., ed 1noltre Jg f(x)dz =1, ciod f & una
dens1ta di probabilita.

Siano ora X, e X v.a. con densita, rispettivamente, f, e f. Presa g € (Y, allora

E(g(X,)) = /}R 0@ fa(z)dz e TE(g(X)) = /m 9(2) () da

Allora, se M, denota una costante positiva tale che |g(z)| < M, per ogni z, si ha

E(o(X) - B = | [ s @ ds = [ s@)f@ | < [ o@l1fu@) - fa) o
< Mgl||fn— fller = 0 pern — oo.

Quindi E(g(X,)) — IE(g9(X)) se n — oo per ogni g € Cp, cioe X, — X in legge.

b) Per z € (0,1), si ha

F)(z) =1—cos(2nmz) > 0,
quindi F, & crescente su (0,1). Poiché per z < 0 F,(z) =0 = F,(0) e per z > 1 Fy(z) = 1 = F,(1),
F,, & monotona non decrescente. Inoltre, F;, & continua per ogni n, quindi in particolare cadlag. Infine,
F,(—0) =0 e F,(+00) =1, quindi F,, & una f.d. Notiamo infine che f,(z) = F)(z) esiste per q.o. = e
Jig fn(z)dz =1, quindi
fo(z) = (1 — cos(2n7rm)) Tye(o,1)

¢ la densita associata alla f.d. Fj,.

Fissiamo ora x € IR. Allora,

0 sex<O0
per ogni z € R, lim F,(z) =F(z)=¢ =z se0<z<1
n— 00
1 sex>1

che ¢ la f.d. di una v.a. X ~ Un(0,1). Ma allora X,, — X in legge. Detta f(z) = l,¢(0,1) la densita
di X, in questo caso f,7 f in L'(IR,Leb), e neanche per q.o. z. Infatti, cos(2n7wz) non converge q.o.,
quindi f,4 f q.o. Inoltre,

1 1 2nm
1 — Flln =/0 |c0s(2n7m:)|dx=%/0 |cost| dt

1 n—1 2(k+1)m 1 n—1 2 C
= — t|dt = — t|dt = —
2nm 2/2 | cost] 2nm 1;)/0 | cos] 2

k=0 km
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dove C = [2™ | cost|dt > 0. Quindi ||f, — f||z1+ O.

Esercizio 4 Osserviamo anzitutto che la f.d. di X, &

0 sex <0
Gn(z)=< nz se0<z<1/n
1 sex>1/n

a) Lafd. din" X, @

0 sez <0
Fl(z) =P(n"X, <2) =Gu(z/n") =< n O Uxr se0<z<n’?
1 sex >nr1

Allora, lim,,_,« F)Y(z) = F7(x), dove F¥(z) =0sey>1le

0 sex<0
Yy _ =
F(m)_{l sex >0

se invece v < 1. Quindi se v > 1 non c’e convergenza in legge: la funzione limite F7 non € una f.d.,
neanche se la si modifica su un insieme trascurabile, perché F7(4+00) = 0. Se invece v < 1, la funzione
limite F'¥ non & una f.d. ma lo diventa se la si modifica solo nel punto z = 0: posto

~ 0 sex<0
y _
F(m)_{l sex >0

allora F7 & la f.d. della v.a. (costante) X =0 q.c. e F)(z) — F7(x) per ogni z di continuiti per F7,
quindi n”X,, = 0 in legge (e in particolare n¥ X, — 0 in probabilita...).

b) Ser 8 =0, (nX,)? =1 q.c., quindi la convergenza & ovvia. Studiamo allora il caso 3 # 1.

Lafd. di (nX,)? & Ff(z) =P((nX,)? <z). Per 8 >0, Fl(z) =0sex <0e Fi(z) =P(X, <
z'/8 /n) se z > 0, quindi

0 sex <0
FS(z)=FP(z) =% 2/ se0<z<1
1 sex>1

Per 3 < 0, F?(z) =0se z <0 e se invece > 0 si ha F?(z) = P(X,, > z'/8/n) = 1 -TP(X,, < 2}/8/n),
quindi

0 sex <1
r@=r@={_ s 25

Allora, per 3 # 0, F? non dipende da n, quindi (nX,)? converge in legge ad una v.a. Xg con f.d. F5.

Esercizio 5 Dall’esercizio 1 dell’esercitazione VII segue che le v.a. R,, sono indipendenti con densita
comune fgr(r) = 2r lg<,<1 € Z, ha f.d.

0 se 2 <0
Gn(z)=¢ 1-(1-2%)" se0<z<1
1 sez>1

Detta F, la f.d. di \/n Z,, si ha F,,(z) =0 se z < 0. Se invece x > 0, allora per ogni n grande si ha

Fo(z) =P(/nZ,<z)=Gp(z/vn)=1- (1 - %)n S1-—e, sen— oo,

quindi, per ogni z € IR,

lim F,(z) = F(z) 0 sex <0
im z)=F(z) =
n—roo 1—e @ sex >0
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e F & una f.d. Dunque, \/n Z,, converge in legge ad una v.a. X che ha f.d. F, o equivalentemente densita*
f(z) = ze® Tyso.

4Questa densitd & nota in probabilitd e da luogo ad una legge detta “di Weibull”. In generale, si dice che X ha legge di

Weibull se ha densita p(z) = A8 zh-1 e*’\”ﬁ 1lz>0, dove A e B sono parametri positivi. Si noti che se 8 = 1 ci si riduce ad
una legge Exp(}).
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