Esercizi di CP2, VIII
a.a. 2001/2002

Esercizio 1 Siano X e Y due v.a. indipendenti N(0,1). Siano' © = arg(X,Y) e R =vX2 +Y?2.
a) Calcolare la densita congiunta di R e ©.
b) R e O sono indipendenti? Calcolare le densitd marginali e le rispettive medie.
c) Sia U = © llzg<;. La coppia (U, ©) ¢ assolutamente continua?
d) Calcolare la covarianza tra U e ©. Si tratta di due v.a. indipendenti?

Esercizio 2 Siano X e Y due v.a. indipendenti, X,Y ~ Exp(A), A > 0. Si ponga
U =min{X,Y}, V =max{X,Y}, W=V-U.

a) Calcolare P(U = X) e IP(V =Y).

b) Calcolare la distribuzione e la densita congiunta di U, V.
c) Calcolare la densita congiunta di U, W.

d) Le v.a. U e W sono indipendenti?

Esercizio 3 Siano X,Y,Z v.a. indipendenti e uniformi su (0,1). Qual ¢ la probabilitd che possano
rappresentare i tre lati di un triangolo?
Esercizio 4 Siano X,U, Z tre v.a. indipendenti tali che X,U ~ N(0,1) e P(Z =1) =P(Z = -1) = 1.
a) X eY = UZ sono indipendenti? Calcolare la densita congiunta di X e Y e calcolare IE[Y].
b) Posto W = X Z, dire se le v.a. (X, W) e (X,Y, W) hanno densita.
d) Calcolare Cov(X,W). X e W sono indipendenti?

1§ ricorda che se (z,y) € IR?\ {0}, 8 = arg(z,y) € [0,27) denota I’angolo tra ’asse z e la semiretta uscente dall’origine
che passa per il punto (z,y).



Soluzioni

Esercizio 1 Osserviamo che (R,0) = ¢(X,Y), dove
) r=Vat 2 2
o) { GZVEE @y
Su A = R?\ {y = 0}, ¢ & invertibile con inversa

z =r7rcosf

y =rsind (r,0) € Ry x (0,2m)

w0 = - {
Ora, P((X,Y) € A) =IP(Y # 0) = 1, quindi usando il TCV si ottiene
1
fre(r,0) = fx,y o1(r,0) - |det Jy(r,0)| Uiy 0)cp(a) = g€ 2 1,50,6€(0,2m)-

b) Osserviamo che fr.e(r,0) = c1(r)-¢2(0), conc = 1/2m, ¢1(r) =7 e /2 I;>0 e 2(0) = lge(0,21)-
Quindi R e O sono indipendenti, con densita

1

fr(r) =re ™2 1,0 fe(0) = o Tye(0,2x)-

In particolare, ® ~ Un(0, 27). Calcoliamo le medie:

> V2 1
E(R) = /]Rr re T2 Nsodr = /0 r2e /2 dp = _27r /IR Wr r2e 12 g = g

perché [ \/%_w r2e~""/2 dr & la varianza di una v.a. N(0, 1), che quindi vale 1. Poi,

1
E(@) = / 0 2— ng(o,gﬂ) d0 =T.
R w
c) La coppia non ha densita. Si prenda, ad esempio, A = {0} x (0,27): Leby(4) = 0 ma

Ave(A) =P(U=0,0 € (0,21) =P(R>1) = / re”"?dr > 0.
1

Si noti che la legge di U ha massa positiva in 0 (IP(U = 0) > 0), quindi U non ha densitd e dunque non
puo esistere neanche la densita congiunta.

d) Si ha
IE(U@) = ]E(@ ]lRSI . @) = ]E(®2 HRSI) = IE(@z)IE(]leﬂ B IE((“)Z)]P(R > ].)
perché R e O sono indipendenti. Analogamente,

E(U) = E(0 lg<:) = E(©)E(Ig<1) = EO)P(R < 1).

Ma allora
Cov(U,0) = E(0*)P(R < 1) —IE*(0)IP(R < 1) = IP(R < 1)Var(0).
Ora,
1 2 2m 2
]P(Rgl):/ re " 2dr =1 — e 1/2 e ]E(G)Q):/ iozdez(%r) ‘
0 0 2m 3

Quindi, Var(©) = 72/3 e
Cov(U,0) =



da cui segue che U e © non sono indipendenti.

Esercizio 2 a) Poiché X e Y sono indipendenti, si ha

PU=X)=Pmin{X,Y}=X)=P(X<Y) = /{ < }px,y(a:,y)da:dy

+oo 1
/ d:L'/ A2e—Mety) ) >o]1y>0dy—/ dm/ —/\(z+y)dy — 5

Poi, P(V =Y)=Pmax{X,Y}=Y)=P(X <Y)=1PU = X) =1/2.
b) Osserviamo che (U, V) = ¢(X,Y), dove ¢(x,y) = (min(z,y), max(z,y)), (z,y) € IR?. Definiamo
Ar={(z,9) €R’ : 2 <y} 3 (,9) = ¢1(z,y) = (z,9)
Ay ={(z,9) €ER? : z >y} 3 (z,9) = p2(z,y) = (y,2)

in modo che per (z,y) € A:= A; U Az, o(x,y) = 01(2,y) U(z,y)ca, + ©2(2,Y) L(5,y)ca,- Osserviamo che
le due funzioni ¢; e @2 sono regolari e invertibili, con inversa regolare: le due inverse sono date da

$1(u,v) = (u,v), per (u,v) € p1(A1) = {(u,v) €ER” : u <w}
¢2(u,v) = (v,u), per (u,v) € p2(A2) = {(u,v) €ER* : u <w}

Ora, poiché IP((X,Y) € A°) =P(X =Y) =0 (perché la coppia (X,Y) ha densitd e {(z,y) : x =y} ha
Lebs-misura nulla), si ha che IP((X,Y) € A) = 1 quindi usando il TCV si ottiene

fU,V(U; U) = fX7Y o1 (ua U) |det Jll)l (’LL, U)l ]l(u,v)E<P1(A1) + fX,Y 0 92 (U, U) |det J¢2 (’LL, U)' ]l(u,v)E<p2(A2)‘

Ora, |det Jy, (u,v)| = 1, per i = 1,2; fxy(z,y) = fx(z)fv(y) = f(z)f(y), dove f denota la densita di
una Exp(}), quindi

fU,V(uav) = f(u)f(v) Tucy + f(0) f (1) Dycy = 2 (u) f(0) Do = 2\Ze~ Mut) Tocu<o-

c) (U,W) = (U,V =U) = ¢(U,V), con ¢(u,v) = (u,v —u). ¢ & definita su R?, & regolare e con
inversa ¢ (u, w) = (u,w + u) regolare, quindi

fow(u,w) = fuy o y(u,w) [det Jy(u, w)| = 232 M H@WHD N, 0y = 202 AW, g s

d) Poiché fuw(u,w) = ¢1(u)-¢2(w),lev.a. U =min(X,Y)e W =V —U = max(X,Y) —min(X,Y)
sono indipendenti (’avreste detto?). Inoltre, calibrando la costante, si vede subito che

fU(u) = 2A672)\u]1u>07 fW(w) = Aei)\w]lw>07

quindi U ~ Exp(2\) e W ~ Exp(]).

Esercizio 3 Sia T levento “X, Y, Z possono formare un triangolo”. Allora, sappiamo che ciascun
lato dev’essere minore od uguale alla somma degli altri due. Quindi

={X>Y+Z}U{Y >X+Z}U{Z>X+Y}

e i tre eventi sopra scritti sono disgiunti, o meglio le intersezioni a due a due hanno probabilita nulla
(perché i tre “candidati lati” X,Y, Z sono > 0 q.c.). Quindi,

PT)=1-PT)=1-PX>Y+2)-PY >X+2)-P(Z>X+Y)=1-3P(X >Y + 2),
dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che la densita congiunta e simmetrica nelle tre variabili:

fX,Y,Z(:E7 y? Z) = ﬂ(m,y,z)e[o,l]s‘
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Si ha:

1 1 1
P(X>Y+2)= / U(z,y,2)el0,1]¢ dz dy dz = / dy/ dz/ dz
{z>y+z} 0 0 min{y+z,1}

= /01 dy /01(1 —min{y + z,1})dz = /01 dy /01(1 —(y+ 2)y41dz

[ [ Ca-wrae=g

da cui segue che IP(T) = 3.

Esercizio 4 a) X e Y sono indipendenti perché Y =UZ = (U, Z) e X & indipendente sia da U che
da Z. Calcoliamone la densita congiunta: usando l'indipendenza di X, U e Z, si ha
P(X,Y)eT)=P((X,Y) €T, Z=1)+P((X,Y) €T, Z = —1)
=P((X,U)el,Z=1)+P((X,U)eTl,Z=-1)
=P((X,0)eD)P(Z=1)+P((X,U) e D)IP(Z=-1)=P((X,U) e

perché IP(Z = 1) =IP(Z = —1) = 1/2. Allora, detta fx u la densitd congiunta di (X,U), si ha
Axy(T) = P((X,Y) €T) = P((X,U) € T) = Ax,p(T) = / fru(@,u)dedu
r
per ogni T’ € B(IR?), quindi

1
fX’Y(g;,y) = fX’U(g;’y) = %e—(m2+y2)/2,

cioe X e Y sono due v.a. gaussiane standard e indipendenti. In particolare, IE(Y") = 0.

b) Osserviamo che Z? = 1 q.c., dunque W2 = (XZ)? = X? q.c.: esiste una relazione che lega X e
W, quindi la coppia non ha densita. Infatti, si prenda, ad esempio, I' = {(z,w) € R? : w? = 22} =
{(z,w) € R* : w = z oppure w = —z}. T & P'unione di due rette di IR?, quindi ha Leby-misura nulla.
Pero, P((X,W) € T) = P(W? = X?) = IP(Z%2 = 1) = 1, e cid prova che (X, W) non ha densitd. Ma
allora anche la tripla (X,Y, W) non ha densita: se esistesse la densita di (X,Y, W) esisterebbero tutte le
densitad marginali, in particolare quella di (X, W), il che & falso. Oppure, si pud procedere come sopra:
prendiamo T' = {(z,y,w) € R® : w? = 2?}. T & ora 'unione di due piani di IR?, quindi la Lebs-misura
nulla. Perd, P((X,Y,W) € T) = P(W? = X2) = 1, il che assicura che la densitd congiunta non esiste.

c) Essendo X e Z indipendenti, si ha

Cov(X, W) = E(XW) — E(X)E(W) = E(X2Z) - E(X)E(X Z)
= E(X?)E(Z) - E*(X)E(Z) = E(Z)Var(X) = 0

perché IE(Z) = 0. Ma X e W non sono indipendenti. Infatti, ad esempio,
PO<X<1,W<])=PO<X<1,L,XZ>1)<PZ>1)=0
quindi PO< X <1,W<1)=0. MalP(0 < X <1) >0, perché X ~N(0,1), e P(W < 1) > 0 perché

PW<1)=P(XZ>1)=PX>1,Z=1)+P(X<-1,Z=-1)
=PX>1)PZ=1)+PX <-1)P(Z=-1)>0.
Oppure, basta osservare che W = X Z ha la stessa legge di Y = UZ: X e U sono entrambe N(0,1)

e indipendenti da Z. Allora W ~ N(0,1), quindi ha densita, e se X e W fossero indipendenti allora
esisterebbe la densita di (X, W), il che non & vero.
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