Esercizi di CP2, II1
a.a. 2001/2002

Esercizio 1 a) Dato (Q,F,IP), siano J1,J2,. .., Jm 7-systems su Q tali che J; C F per ogni i =
1,2,...,m. Siponga G, = o(J;), i = 1,2, ..., m. Dimostrare che:

m

P(N2,G;) = [[IP(Gi)  per ogni G1 €Gr,...,Gm € Gm

i=1
se e solo se

PN, J;) = HIP(Ji) perogni J1 € J1,...,Jm € TIm.
i=1

[sugg.: si ricorda che se due misure finite coincidono su un m-system allora coincidono sulla o-algebra
generata dal 7-system]

b) Dedurre che:

b1) gli eventi Eq, Fs, ... sono indipendenti se e solo se per ogni n e per ogni n-upla di indici
distinti i1,..., 1%,

]P(f’jz'1 NE,N...N Eln) e IP(EZI)IP(EZ2) - ]P(Ezn);
[sugg.: si usi la definizione di eventi indipendenti e si ricordi che {E;} & un (banale) w-system)]

b2) le v.a. reali X;, X, ... sono indipendenti se e solo se per ogni n, per ogni n-upla di indici
distinti i1, ...,2, € per ogni z1,...,z, € IR

P(X;, <#1,...,X;, <ap) =P(Xy, <21)--P(X;, < ap).
[sugg.: si ricorda che o(X;) = o(Z;), dove Z; = Xz-_lﬂ'(]:R) é un w-system]
¢) Dimostrare che le v.a. reali X1, X, ... sono indipendenti se e solo se per ogni k e z1,...,z; € R
P(X; <@,..., X <ap) =P(X; <2)- IP(Xg, < ).
[sugg.: si noti che {X; < N} 1{X; € R} =Q per N | +o0]

Esercizio 2 Siano 7i,...,Z, w-systems su Q tali che Z; C F e Q € Z;, i = 1,...,n. Dimostrare che
o(Z1),...,0(Z,) sono indipendenti se e solo se

P(ILn...nL)=P(L) --IP(I,), perognily €I;,...I, €I,.

Esercizio 3 Fissato s > 1,sia ((s) =) ,5;n~°. Sia X una v.a. discreta tale che

P(X =n)=n"°/{(s), n=12...

Fissato un numero primo p, si definisce E, = {X & divisibile per p}.
a) Dimostrare che gli eventi (E, : p primo) sono indipendenti.
b) Dimostrare che IP(Ny»1£7) = [[,5,(1 — 1/p%).
¢) Dimostrare che {X =1} =M,>1E; e dedurre la formula di Eulero: 1/((s) = [[,5,(1 — 1/p*).
d) Dimostrare che IP(E, i.0.) = 0 e IP(E} i.0.) = 1. Discutere se si tratta di risultati ovvi.

Esercizio 4 Siano X e Y due v.a. discrete ed indipendenti, a valori in Ex = {z1,22,...} ¢ By =
{y1,ya, ...} rispettivamente. Indichiamo con px e py la distribuzione (discreta) di X e Y:

px (zr) = IP(X = a) py(y;)) =P(Y =y;),  k,j.



Dimostrare che Z = X + Y & una v.a. discreta, a valori in £z da determinare, con distribuzione (data
dalla convoluzione discreta tra px e py:)

IP(Z =z)=:pz(2) = ZPX(‘J?k)pY(Z —xp) = ZPX(Z —y)py(y;), z€ Ey.

[sugg.: si ricorda che dato un numero finito o numerabile di eventi disgiunti A,, tali che U, A, = Q allora
IP(B) =), IP(BNA,) per ogni altro evento B]



Soluzioni

Esercizio 1 a) Poiché J; C o(J;) = G;, un’implicazione ¢ ovvia. Mostriamo quindi il “se”.

Jo € Ja, ..., Jm € Tm, siano

Presi

M,V g1 —>[0,1], /L(Gl)IIP(GlmJQH...me), I/(Gl)IIP(Gl)IP(Jz)]P(Jm)

p e v sono due misure finite su (2, Gy): presi {G1,}n C G; disgiunti,

u(UnGln):IP«Un Gln) me...me) :IP(Un (Glnme...me))
=Y P(GiaNJaN...NJTm) =D u(Gin)

V(UnGrn) = P(UnG1a)IP(J2) -+ - P(Jp) == Y IP(G1)IP(J2) - - IP(Jn) = > v(Gin)

n n

e pu(Q) =P(QNJ2N...NJy) =P(JaN...NJp) < 1, v(Q) = P(QIP(J2) - - IP(Jp,) = IP(J2) - - IP(Jp) <
1. Inoltre, per ogni J; € Ji,

/L(Jl) = IP(Jl n Jz n...N Jm) = IP(Jl)IP(JQ) - IP(Jm) = I/(Jl).

Dunque, 4 e v sono misure finite che coincidono su J; e Gy = o(J1). Allora, g = v. Inoltre, data
I’arbitrarieta di Js, ..., Jim, possiamo concludere che

P(GiNJaN...NJp) =P(G1)IP(J2) - IP(Jp), perogniGy€Gi,Ja€ Ta, ..., m € Tm. (%)
Proseguiamo ora allo stesso modo: presi G1 € G1,J3 € T3, ..., Jm € Tm, definiamo
H, v 92 — [0,1], /J(GQ) IIP(GlﬂGfgﬂJgﬂ...ﬂJm), I/(GQ) I]P(G1)IP(G2)IP(J3)IP(Jm)

Allora, p e v sono due misure finite che, da (), coincidono su Ja, quindi coincidono su o(J2) = G2. Data
I’arbitrarieta di G, Js, ..., Jm, possiamo concludere che

P(GyNG2NJ5N ... N ) = P(GL)IP(G2)IP(J3) - IP(Jpm)

per ogni Gy € G1,G3 € Go,J3 € T3.. ., Jm € Tm- Iterando il procedimento, si ottiene la tesi.

b1l) Dalla definizione segue facilmente che Ej, Fa, ... sono indipendenti se per ogni n e per ogni
i1,...,1, indici distinti

P(A;NAsN...NA,) =P(A1)IP(A2) -- - IP(A,), per ogni Ay € &, 42 € &;,,... Ay €&, (o)

dove, ricordiamo, & = o({F;}). Ora, J; = {E;} ¢ un w-system, quindi da a) segue che (o) & verificata se
e solo se quella fattorizzazione e valida per A; € J;,,...An € J;,,, quindi se e solo se

]P(faz'1 NE,N...N Ezn) = IP(E“)IP(EZ2) .- IP(EZn),
b2) X, Xs,...sono indipendenti se per ogni n e per ogni i1, ...,14, indici distinti
P(A1N...NA,) =TP(A;)---IP(A,), per ogni Ay € o(Xy,),...Ap € 0(X;,). (o0)

Posto J; = X; 'n(IR), allora J; & un m-system che genera o(X;): da a) segue che (ee) & verificata se e

solo se quella fattorizzazione € valida per A; € J;,,... A, € J;,. Ora, se A, € J;, allora

A, = Xl-_kl((_oo; Ik]) = {Xik < l‘k}



per qualche z;, € IR. Quindi (ee) & vera se e solo se
P(X;, <21,...,X;, <ap) =P(X;, <21)---P(X;, <) per ogni 21,...,2, € R.
¢) Ovviamente, se per ogni n e per ogni ¢y, ..., %, indici distinti
P(X;, <21,...,X;, <ap) =P(X;, <21)---P(X;, <) per ogni z1,...,2, €R,
allora evidentemente
P(X; <@1,...,Xp<wxp)=P(Xy <21) - IP(Xy <) per ogni k e z1,...,2; € IR.

Mostriamo il viceversa. Fissiamo n indici distinti ¢1,...,%, e n numeri reali z1,...,2,. Prendiamo ora

(N) (N)

k = max{ii, ..., iy} e consideriamo la k-upla y;"/, ...y, cosi definita:

(N) { x; se esiste j tale che £ =1;
Yy =

N altrimenti

Per ipotesi,

PG <yi™, X <y =P < oY) (g < V).

gy

Ora, se £ # i; per ogni j ese N — oo, {X; < yZN)} = {Xz < N} 1{X e R} = Q, quindi IP(X, < y(N))T
1. Inoltre, sempre per N — oo, {X1§y§ ), X <y }T{legr],j_l ,n, e X, eR,l e

(L B\ i i d) = (X S a1, X, < @), quindi P(XG < AN X, < y(N)) 1IP(X;, <
z1,...,X;, < z,). Ma allora passando al limite per N — oo, si ottiene

P(X;, <21y, X, <2i,) = IP(X;, <zgy) - IP(XG, <24,)
e la tesi ¢ dimostrata.

Esercizio 2 Se o(Z;), . ..0(Z,) sono indipendenti, allora quella fattorizzazione ¢ evidentemente valida.
Viceversa, occorre dimostrare che, fissato k e fissati k& indici distinti ¢7,...,¢, di 1l,... ) n

IP(A“ n...N Azk) = ]P(A“) .- IP(Azk) per ogni Ail € U(Iil), .. ~Aik € U(Iik)~

Usando l'esercizio 1 a), questa fattorizzazione ¢ valida se vale in particolare scegliendo A;; = I;;, €
Z; JAi, = 1, €Z;, . Infatti, per ogni £ = 1,...,n, prendiamo

fyy -+

I;; seesistej=1,... . ktc £=14;
I, =

Q altrimenti

Poiché 2 € 7, per ogni ¢, allora I, € Z; per ogni ¢, quindi

n k
P(NE_ 1) = PNy 1) = [] IP(1) =H

Esercizio 3 a) Basta far vedere che IP(N7_, E,, ) = [[7—; IP(E,, ), per ogni n e p1,...,p, primi.
Intanto, si ha

E, = {X & divisibile per p} = {X = pk per qualche k} = Up>1{X = pk}

e 'unione € ovviamente disgiunta, quindi

Ep) =Y IP(X = pk) = > (pk) ™ /C(s) = p~*C(5) Dk =p".

E>1 E>1 E>1

i



Inoltre, N}_, £p, = {X & divisibile per p1,pa,...pn} = {X = pip2 - -pn k per qualche k} = Up>1{X =
p1p2 - - Pn k}, dunque

P(Mioy Bpy) = Y IP(X =pips- => (mp2--- ~*/C(s)
k>1 k>1
= (p1p2 - pn) ()Y kT = (pipa - pa) "
k>1
Allora,
IP(NE1 Epy) = (pap2 - HP H IP(Ep, ).
b) Indichiamo con {ps}s la successione dei numeri primi > 1 e poniamo G, = Ni_,E; . Allora

Gn | G =Np>1E,, quindi

IP(Ny>152) = P(G) = lim P(G,) = lim P(M}_, F;,)

n—00 71— 00

= tim TT (55 = tim [[0-1/60) =TT = 1/

k=1 p>1

dove si € usato il fatto che anche gli eventi (Epf : p primo) sono indipendenti.

¢) Ovviamente, X = 1 equivale a dire che X non & divisibile per ogni primo p > 1, il che in simboli
diventa: {X =1} = Np>1E;. Allora,

1/¢(s) = P(X = 1) = P(Np>1 ) = [T (1 = 1/p°).

p>1

¢) Abbiamo visto che IP(£},) = 1/p*, quindi ) _, IP(E}) < co. Da BC1 segue allora che IP(E i.o) =0.
Poi, IP(E7) = 1—1/p*, quindi Z IP(E}) = co. P01che gli £} sono indipendenti, allora si puo usare BC2,
che da IP(EC io)=1.

Questi due risultati non sono certamente sorprendenti. Infatti, ricordando che ’evento {4, i.0.}
significa che A, si verifica per infiniti indici n, allora IP(E, i.0.) = 0 dice che l'evento “X & divisibile per
infiniti numeri primi” ha probabilitd 0 (i.e. & un evento impossibile), il che & piuttosto ovvio: X & un
numero naturale, seppur aleatorio. Analogamente, IP(E§ i.0.) = 1 dice che ’evento “X non & divisibile
per infiniti numeri primi” ha probabilita 1 (i.e. & un evento certo), che ancora non ci sorprende sempre
perché X é un naturale.

Esercizio 4 7 ¢ una v.a. perché sommadi due v.a. (lasommadi due funzioni misurabili & misurabile).
Inoltre, Z assume i valori xj + y;, al variare di k e j, cioé Ez = {z =z +y; : 2y € Ex,y; € Ev},
quindi Z & una v.a. discreta. Poi, ricordando che Q = Up{X = a1}, per z € Ey,

pz(z):IP(Z:z):z:IP(Z:z,X:;L‘k):Z:IP(X—I—Y:z,X:;mC ZIP =ap, Y = z—xp).

Ora, poiché X e Y sono indipendenti, IP(X = 23, Y = z —ap) = IP(X = 23)IP(Y = z — 23), da cul segue
che

ZIP =a, Y =z—xp) = ZIP(X =a2p)lP(Y =z —ap) = pr(xk)py(z — ).

k

Usando Q = U;{Y = y; }, allo stesso modo si ottiene

pz(z) =Y px(z = yi)py (4))-

j

il



