Corso di laurea in Matematica
CAM - Complementi di Analisi Matematica

PROVA D’ESONERO DEL 10-04-02

CORREZIONE

EsErcizio 1. Calcolare il seguente integrale indefinito:

(z+V1 +:1:2)3 do

0= [

Soluzione 1. Ponendo

t=x+V1+22,
si ha
T t
dt = 1+7>dx=7dx,
( 1+ 22 V1+ z?
e quindi

3 1 3
I(w)z/t3%=/t2dt=%=§<m+ 1+.Z‘2) .

Soluzione 2. Oppure si pud porre 1+ 22 = (z + t)2, che implica

t=+v1+22 -z,

cosi che

1-—¢2 1+¢2 1+¢2
T= V1422 = ;—t , dx:—Ldt.

Allora l'integrale diventa

3
1—#2 , 14¢
2 2 1442
I(w)z—/ 5 o—dt
1+t 2t
T2t

_ / 23 1+¢ df = /g
N (2t)2(1+1¢2) 2t B 4’
— dt — —4 _ 1 -3

J(t)_/t4 —/t dt =",

3
t =10 =5t =5 () -

Si noti che le due espressioni trovate sono uguali, come e imediato verificare, poiché

dove

Quindi

1 1 V1 2 V1 2
+z°+x T+ +x :.’L'+\/1+—332.

Vitar—z Vita?—zVit+aZ+z (L+22)—a?
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Esercizio 2. Calcolare il seguente integrale indefinito:

I(m) :/sina:—cosmdac

sinz + cosx
Soluzione 1. Si noti che
d . . .
e (sinz + cosx) = cosz —sinx = — (sinx — cos ),
x

cosi che, ponendo
f(x) =sinz + cosz,

l'integrale I(x) si puo riscrivere

_ f'(z) ooy 9f
re)=- [ L 1w =La
Quindi, se t = f(x), si ha dt = f'(z)dz, da cui si ottiene
I(t) = — % =—In|t| = —In|sinz + cosz|.

Soluzione 2. Oppure, se uno vuole complicarsi la vita, pud procedere come segue. Ponendo t = tg(z/2), e
quindi

. 2t 1— ¢ 2
s1n:L'=1+—t2, COSQZ'Z]-_’_—t27 dm:l_’_—t?dt’
si ha
2t —1+1¢°

142 2 /2t—1+t2 2 -~
I(z) = dt = dt = 2J(b),
(z) /2t+1—t2 1122 R+1-L2 118 ®)

1442

1—2t—1¢2 B
T®) :/(t2—2t—1)(t2+1)dt:J(t)’

dove si puo scrivere

#—2t—1)=(t—1-V2)(t —1+V2),

e quindi
-2 -2t+1 A B _Ci+D
(B2 —2t—1)(#2+1) t—-1-/2 t—-1+/2 241"

Quindi si deve avere

A(t=14+v2) (1+) + B (t=1-v2) (1+£) + (Ct+ D) (1 — 2t - 1)
=(A+B+C)f+ ((-14+V2)A+(-1-V2B-20+ D) ¢
+(A4+B-C-2D)t+ ((-1+V2)A+(-1-v2)B-D)
= > -2t 4 1;
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si ottiene quindi il sistema

A+B+C=0,

(-14+v2)A+ (-1—vVB)—2C +D = —1,
A+B-C-2D = -2,
(-1+v2)A+(-1-v2)B-D =1,

che ammette soluzione

as )
1
B___a
2
Cc=1,
D=0

In conclusione

J@——l/ dt _1/ dt [t
2] t-1-v2 2) t-1+2 1+t2
:--mh—1—vﬂ—~4nh—1+vﬂ 1n1+ﬁ)

che da
I(z) = 2J(tgz/2) = —ln‘tg——l—\/_‘ ln‘tg——1+\/—‘ ln(1+tg )

\tg 2 _Zth - 1\

1+tg

Si puo facilmente verificare che 1’ espressione trovata coincide con quella precedente. Si ha infatti

.z .z T
sin ) 2sin — cos —

; z 9 2 sin x
g2_cosz_ 2(:052; ~ l+cosz’
2% sinz 1—cos’z _ (1 —cosz)(l+cosz) 1—cosz
837 (14 cosz)?2 (14cosz)? (14 cosx)? ~ 1+cosz’
e quindi
z_ z_ 1 —coszx sin z
g’ 2 2tg2 1 1—|—cosac_21+cosarx_1
B 1 —coszx
1+tg§ I+ T cosz
_1—cosz—2sinz—1—cosz  2cosz+2sinx _ (sinz + cos )
B 1+cosz+1—cosz B 2 h ’

cosi che la prima e 'ultima espressione hanno lo stesso modulo.

EsERcIzIO 3. Discutere per quali valori a,b € R esiste il seguente integrale improprio:

I /°° dz
—oo (22 4+ a)l/2 (22 + l)b'

Soluzione. In primo luogo si deve avere z2 + a > 0 Vz € R, quindi deve essere a > 0.

Si ha inoltre, ponendo
1

I = T
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lim |z|*|f(x |: hm £ ——

b
z—+oo

e quindi esiste a > 1 tale che
« —
tim_Jo]*|f(z)| =0

se e solo se b > 0. Quindi richiedere che la funzione f(x) sia integrabile in senso improprio a +oo impone
che si abbia b > 0.

Poiché 22 +1 > 1, la funzione f(z) pud diventare illimitata solo se z? + a si annulla. Poiché a > 0,
distinguiamo i due casia > 0e a =0.

Per a > 0 si ha 2% +a > a, e quindi la funzione f(z) & ovunque limitata. Se a = 0 allora 22> +a =z
si annulla per z = 0. Si ha in tal caso

2, che

lim [z] (2) =

quindi la funzione f(z) non & integrabile in 0 per a = 0.
In conclusione si deve avere a > 0e b > 0.

EsErcizio 4. Calcolare il seguente integrale indefinito:

I(:U) — /earccoszz dz.

Soluzione 1. Integrando per parti si ha

/ (di.m) edrccos e q..

d
— 7 pACCOST _ arccos x
= e /.’L’ (d!Ee >

1
— pedrccosT _ /.CL' _ £2recos | g
V1 -—1z2

Integrando di nuovo per parti I’ultimo integrale, si ottiene

(@) = / . (_\/l%_wzemcosw> e

— / T arccosr __ d 2 arccos x
= - — e —V1-2x dz
Vv1-— m2) / (d
d
1 — g2edrecose 1— 22 arccos &
=/ T / v T (—d

m arccos m @ATCCOos T
1-— x2
= mearccos v 4 / ERICCOs T g

I(z)

8

dz

dz

che, inserita nell’espressione precedentemente trovata, da

I(:U) — pedrecosT _ /1 — 12arecosT _ I(;L'),

da cui si ottiene
I(z) =

(CL‘ _ /1 _ .’L'Z) EATCCOS T

1
2
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Soluzione 2. Oppure si pone

dz _ dz
V1 — 22 - sint

t = arccos x, dt = —

dove si & tenuto conto che, se t = arccosz, si ha 0 <t <, cosi che risulta /1 — 22 = v/1 — cos?t = |sint| =
sint. Quindi

I(z) = —-J(t), J(t) = /et sint dt¢,

dove J(t) si pud integrare per parti. Si trova

d d
J(t) Z/etsintdt:/(aet) sintdt:etsint—/et (asint) dt:etsint—/etcostdt
d d
:etsint—/(aet> costdt:etsint—etcost-l-/et (acost) :etsint—etcost—/etsintdt,

che da 1
J(t) = /etsintdt =3 (etsint—etcost) .

Quindi

1 . 1 .
I(z) = — ie‘"“os ? (sin arccosx — €OS arccos ) = 56‘““05 * (cos arccos x — sin arccos x)

1 1
= 56”“’” (m — /1 — cos? arccos :c) = ie‘"“o” (m —V1- m2) ,

consistentemente con il precedente risultato.

EsERrci1zio 5. Studiare V’esistenza del seguente integrale improprio:

I— /°° sinz (1 4 cosz) dz.
0 VT

Soluzione. Possiamo scrivere

I=5L+1,
®¢ing
Il = d.’IJ,
o VT
* sinz cosx
I = ——dax,
0 VT

dove il secondo integrale, tenendo conto che si ha 2sin x cosx = sin 2z, diventa

V2 Fsint 1 [Tsint .
2:2 )y Wt 2v2Jo vVt

I - l/mZSinxcosxd 1 [ sin2z
0

E sufficiente quindi studiare integrale I; (visto che anche I si pud esprimere in termini di I; attraverso la
sostituzione t = 2z).
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Scriviamo ) .
L=0I+1I,

Integrando per parti si ottiene
i d 1
/Si;lg dx = / (_E cos:c) ﬁdw
d .
= —C\()/S; + /cosx (Em_lﬂ) dz
__cosx l/coszzzdaj
=Tz 2] Bn

da cui segue che si ha

, cos %
I'=lim | -——
b—o0 \/E

b l/bcosxdx — cosl 1/°° cosT
L 2 23/2 B 2/, x3/2 ’
dove l'ultimo integrale esiste in senso improprio poiché

. CoS X
lim z¢ (—) =
z—00 3/2

per ogni a € (1,3/2).

L’integrale I] & invece ben definito poiché

I sinx
im
z—0t \/E

e quindi la funzione integranda & limitata e continua nell’intervallo d’integrazione [0, 1].

=0,

ESERCIZIO 6. Studiare V’esistenza del seguente integrale improprio:

/oo (eﬁ - 1) e *coszx L.
0

T

Soluzione. Ponendo

) =

e .

si ha, per ogni o € R,
lim z®|f(z)] = lim 2% 'eV?e™® = lim 2% 'e™® =0,
r—00 T— 00 T—>00

quindi la funzione f(z) & integrabile all’infinito.
Per studiare il comportamento per z = 0 si tenga conto che risulta

lim =0,
z—0 x
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cosl che si ha

z—0t \/E

che dimostra che la funzione f(z) & integrabile in = = 0.
In conclusione la funzione f(z) & integrabile in senso improprio in [0, 00).

o0 2
I:/ zte ™ dz,
0

/ e dz = V.

— 00

evz—1
lim z|f(z)] = lim (e""cosz) =1,
z—0t

EsErcizio 7. Calcolare:
sapendo che risulta:

Soluzione. Innanzitutto discutiamo l’esistenza dell’integrale improprio. Poiché la funzione integranda e
continua e limitata in ogni intervallo finito [0,b], con b > 0, e si ha

lim |91:|"‘e_””2 =0
T—=+o00

. . . — 2 N . . . . .
per ogni a € R, possiamo concludere che la funzione z*e~%" & integrabile in senso improprio.
Integrando per parti si ha

I(z) = /x4e*z2 do = / <%3) (m*f) do = / (?) <—%ez2> da

e d z®\ _,» Be ™ 3 [,
=—— +/<£7>e dz = — > +§/we dz,

dove, integrando di nuovo per parti, 'ultimo integrale da
/a:2e_$2dx = / (E) (2:1:6_””2) dz = / (E) —ie_z2 dx
n 2 N 2 dz
ze 7T dz) o ze 1 g2
B +/<£§)e de = - 5 +§/e dz.

J(z)

Quindi
x3e=? 3
I = — e
@=-2" 12
e’ 3zpe~® 3 g2
= — 2 — 4 + Z /6 d.’L',
che da

e~ 3ze=® ’
I=1lim |- —
b—o0 2 4 0

dove abbiamo usato il fatto che, essendo la funzione e~ pari (e integrabile in senso improprio), si ha

o0 2 0 2 1 [ 2
/ e ¥ dx :/ e ¥ dx = —/ e % dzx.
0 —0o0 2 —00

3 [ 3 [ 3
+Z/0 e‘””zdw:§/oo €_m2d$=§ﬁ7

In conclusione risulta
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