1 Trasformata di Fourier

Definizione 1.1 Sia f € R1(R). Si definisce la trasformata di Fourier di f come
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Proposizione 1.2 La trasformata di Fourz’erf di una funzione f € Rq(R) gode delle
sequenti proprieta:

(i) f € C(R) e

fr= [ fayee (1)

sup | f] < ||/l - (2)
R

(ii) Sia p un intero positivo. Se v — 2 f(x) € R1(R) allora fe C?(R) e
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OHI(E) = (=) NE),  Vhk<p. (3)

(ii) Sia p un intero positivo. Se f € CP(R) e f*) € Ri(R) per ogni k < p, allora
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(iv) Sia p un intero positivo. Se f € CP(R) e f*) € Ri(R) per ogni k < p, allora
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Nel corso della dimostrazione useremo il seguente semplice
Lemma 1.3 Siano g; (j > 1), g,G funzioni in Ry(R) tali che
gl <G, gl <G (7)

Sia {Ag} una successione di insiemi, misurabili secondo Peano—Jordan, su cui gj,qg ¢ G
siano Riemann—integrabili e tali che Ay C Agtr, U Ax = R. Se, per ogni k, g; — ¢
uniformemente su Ay, allora ||g; — g||» — 0.

Dimostrazione Sia ¢ > 0. Da (7), dalle ipotesi sugli A; e dalla definizione di integrale
di Riemann generalizzato, segue che esiste k tale che, per ogni 7 > 1,
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Inoltre esiste jo tale che |g;(x) — g(z)| < ¢/(4mis(Ag)) per ogni x € Ay e per ogni j > jo.
Dunque, per ogni 7 > jo,
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Dimostrazione (della Proposizione 1.2) La (2) € ovvia. Sia §; una qualunque successione
che converga a £ e sia g;(z) = f(z)e™% e g(z) = f(z)e™"*¢. Chiaramente g; e g verificano
le ipotesi del lemma (con G=|f| e Ay una qualunque successione crescente di insiemi
misurabili secondo Peano—Jordan per cui [, |f| = f[f]) e dunque f(fj) — f(f)

(ii) Dimostriamo prima l’asserto per p = 1. Sia h; # 0 una qualunque successione
convergente a 0 e sia
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si ha che |g;|, lg] < 2|z||f(z)] € Ri(R) e dunque la tesi segue dal lemma. Il caso con p
arbitrario segue per induzione: supponiamo che z?f € R{(R) e che la (3) sia vera per

p — 1. Allora poiché z(zP~! f) € Ri(R), usando la (3) con k& = 1, si ha che

—

O (zP=1 1) (&) = —i (2P f)(€)
che, insieme alla (3) con k= p — 1, implica la tesi.
(iii) Sia p = 1 e assumiamo, dapprima, che f(z) — 0 quando |z| — oo. Allora,
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In generale da f € R1(R) non segue che |f(z)| — 0 per |x| — oo ma e sempre possibile
trovare due successioni R; — oo e R, — —oo tali che f(R;) e f(R) tendano a 0 per
J — oo questo e sufficiente per ripetere I’argomento dato. Il caso con p arbitrario si
ottiene per iterazione.

La (5) segue immediatamente da (4) insieme a (2). Per la (6) si usi la (2) nell’intervallo

] <Tela(5)per e >1. 1

Il prossimo risultato spiega come ricostruire la funzione f a partire dalla sua trasformata
di Fourier.
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Proposizione 1.4 (Teorema di inversione per funzioni C3) Sia*> f € C3(R), al-
lora

fla)= [TFe)et =, vaek. )

La dimostrazione, oltre che sulle proprieta della trasformata di Fourier e basata sulle ap-
prossimazioni discrete dell’integrale di Riemann su R; il seguente risultato sara sufficiente
per 1 nostri scopi.

Lemma 1.5 Sia ¢ € C(R) tale che esistono due costanti M >0 e a > 1 tali che

lp(x)] < ) VzeR. (10)

1+ |z|*

Allora ¢ € R1(R) € N
%i_l%l 6> p(nd) :/ o(x)dx . (11)
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Dimostrazione Che ¢ € R;(R) e conseguenza immediata delle definizioni e delle ipotesi
su . Dimostriamo, ora, che dalle ipotesi segue che per ogni ¢ > 0 esiste R > 0 tale che

/{|z|>R}|@($)| dr <e, § > le(dn)<e. (12)

[n|>R/8

Infatti, usando (10) si ha
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che implica la prima delle (12) (con R sufficientemente grande). Analogamente, per ogni
§ € (0,1) e per ogni R > 2 si ha che®

1 oM 1
§ > e(dn)] < oM =g D
In|>R/S misrss (1719) 027t Sy
2M dx 1
gy e < M)

per una qualche costante ¢(M, o) che dipende solo da M e da «; questo e sufficiente ad
ottenere la seconda delle (12) (con R sufficientemente grande).
Sia ora ¢ > 0 e sia R tale che

/{|z|>R—1} fple)] de < % ’ 6 2 leln)l< % : (13)

In|>[R/8]-1

2 Si ricorda che, per un aperto £ C R”, CP(E) denota la classe delle funzioni C? con suporto
compatto contenuto in F.
3 Come al solito [z] denota il piti grande intero m < =.



Sia ora 0 < 6y < 1 tale che

(2) = o)l < cmv  Vaye [SRE, |-yl <d. (14)

Per ogni 0 < § < dg poniamo

=[R/S],  Rs=6N;, (15)
cosicché R R
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Quindi,

‘/ p(z)de — 6> 4,9(5n)|

-0 neZ

R; Ns—1
<|[pe@ie =5 3 wln]+ [ le@lde 48 3 foton)
{|I|> |n|>N5 1

Ns—1 Sn+1

< 3 [ lete) - g(on) |d:p—|—/ p(@)ldz+8 3 |e(dn)]

n==Nz " {le|>Rs} [n|>Ns—1

2
<2B— <e. |
S6R T3°=°¢

Dimostrazione (della Proposizione 1.4) Sia Ty > 0 tale che supp f C [-To/2,T0/2] e
per T' > Tp, sia fr la funzione periodica di periodo T' che coincide con f in [-T/2,T/2].
Allora fr € C?*(R) e dai risultati sulle serie di Fourier segue che, per ogni |z| < T'/2,

J(@) = fr(z) = frne ™, (2] <T/2), (17)
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dove la serie converge totalmente e
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Dunque, per T' > 2|z|,



Ma dal punto (iv) della Proposizione 1.2 segue che

M

O < g

per qualche M > 0 e quindi la tesi segue dal Lemma 1.5 applicato alla funzione

(€)= f(¢) explixg)
(econ § =2r/T). 1

Concludiamo questa breve discussione sulla trasformata di Fourier con una generaliz-
zazione della Proposizione 1.4.

Proposizione 1.6 Sia f € C*(R) tale che fF) € Ri(R) per k = 0,1,2. Allora vale la
(9).

Dimostrazione L’idea della dimostrazione e basata sull’approssimare [ con funzioni
fr di classe CZ con supporto in [—R, R] e far tendere R ad infinito. Sia ¢ € C'* una
funzione monotona non crescente tale che:

1, sex<0,
@(m)z{()’ sex>1. (18)

A partire da ¢, per R > 1, costruiamo una funzione g pari, con supporto in [—R, R| e
che valga 1 per |z| < R — 1:

1, se0<z<R—-1,
Yr(z)=< plr—R+1), sex>R—1, (19)
Yr(—2) , sex <0.

Poniamo fr = fi¢g. Chiaramente fr € CF e quindi vale la (9) con fr al posto di f.
Poiché fg coincide con f se || < R — 1, per ogni R > 1 e per ogni |z| < R — 1, si ha

fo) = [ @t = (el < R-). (20

Per prendere il limite per R — oo in tal relazione ed ottenere la tesi, useremo il
Lemma 1.3. Dalle ipotesi su f e dalla Proposizione 1.2, (6), segue che

" M
JOI<—=,  Mi=2 max{||f], [/P]}. (21)
L+ [¢]
Osserviamo che, se
c=max{l , sup |¢'| , suple”| }, (22)
[0,1] [0,1]



allora
max{ 1, sup ¢z, sup YRl }<c. (23)
R

Dunque, essendo (fvr)”" = f"r + 2f'¢% + fu)h, si ha che

el < 1 Her) s < I+ 2 Pl + el < eI+ 1T+ 170D -
(24)
Quindi, applicando (6) a fr si ha che

M,

al6)] < 1

(25)

per una costante M, opportuna (che dipende solo da /™|, per & = 0,1,2). Inoltre
fR(f) exp(iz€) — f(f) exp(iz€) uniformemente su R:

|fr(€) = f(€)]

[ @t -1 e ]
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e quest’ultimo integrale tende a 0 quando R — oo essendo f € R4(R). Ora, se R; ¢ una
qualunque successione tendente a 400, e se

gi(6) = fr, () exp(iz) ,  g(&)= f(€)explizf) , G(€)= max{My, My}/(1 + [€])

la tesi segue dal Lemma 1.3. 1



