Tutorato IT (17/10/2001)
(Integrali iterati)

Esercizio 1.

i) 3

u) 5 1 (Sugg: usare le coordinate polari)

wi) £—1 (Suge: D={0<y<1,y*<z<1} ={0<z<1,0<y<x})
iv) 11—2 (Sugg: D={0<z<1, 1—-2z<y<+1-—22})

Esercizio 2. Osservazione: é sufficiente calcolare soltanto il primo integrale;
infatti:

[ eagm=-f o] dape= [« [ e

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato il cambio di coordinate z’' = y e
y' = z. 1l fatto che non si possa invertire I'ordine d’integrazione e’dovuto
alla non uniforme continuita della funzione integranda in tale dominio (vedi
le ipotesi delle ”formule di riduzione”).

Esercizio 3. Considerare il cambio di coordinate:

T = apsin @ cosf
y = bpsin g sinf
Z = cpcos

con (p,0) € (0,7) x (0,27) e 0 < p < 1. Il determinante Jacobiano risulta

quindi:

d(z,y, 2)
A(p, ¢, 0)
Con tale sostituzione, si ottiene facilmente che:

4
2 _ 3
///Dx drdydz = 57e be.

= abcp? sin .




Esercizio 4. e Indichiamo con B{"(0,1) = {z € R : ||z||, = |=1| +
|za| 4 |z3] < 1} e quindi:
B{0,1)N{z; >0,i=1,23}={z €R: a1 +m+a3<1}={z €
R:0<23<1,0<29<1—x3, 0<27<1—13— 12}
Per la simmetria del problema si ha che:

Vol(BS(0,1)) = /

BV (0,1

)
1 1—x3 l—x3—x2 4 23
:8/ dﬂ?g d.’EQ/ d.fl?lz—:—'.

e Vediamo cosa succede ora in dimensione 4:
B(0,1) ={z e R : ||z|ly = |z1| + |wo| + |2s] + |24 < 1} = {z e R*
—1< x4 <1, (w1, 72,73) € B{(0,1 — |z4))}
quindi:

dxidredrs = 8/ dzidxedzs =

B§Y(0,1)n{2:>0, i=1,2,3}

1
Vol(Bil)(O,l)) = /(1) dzidzodxsdry :/ dm/(l) dridxodrs =
B;(0,1) -1 By (0,1~ |z4)))

z;
1—|z4]

Usando il cambio di coordinate z} = (con i =1,2,3) si ottiene:

1 1 4 24
= / d$4/ (1 — |z4))? d2y daydaly = / —(1 — |z4])Pdzy = .
-1 B{M(0,1) 193 4!

e Procedendo per induzione su n si ottiene che Vol(szl)(O, 1) =%

Esercizio 5. 1. Osserviamo che Dy = {0 < 2o < 1, 0 < 27 < 29}.
Quindi:

I /1d /x dz, d L_1
2= X2 T1T2 AT AT = 5 = —7-
0 o 8 4l

2. Definiamo Dy(r) = {0 < z; < 25 < r}. Quindi:
Dg = {0 <zx3< 1, (331,$2) € DQ(LEg)}

Considerando il cambio di variabili z = ;—; con ¢ = 1,2, abbiamo:

1 1
I;= / T3 d:r3/ 2129 dTq dxe = / T3 dx;;/ v o 7y dx') dxly =
0 DQ(JJS) 0 Do
1

1 5 1
x]lgdxg,:—:—.
/0 3 48 ~ 6!l



3. Generalizzando in maniera analoga a quanto fatto nel punto precedente,

si dimostra che I,, = W !

Esercizio 6. Il valore di tale integrale &: & — 2 — €
Considerare il cambio di coordinate suggerito:

(I)(x,y)z{ u=y-o’ & CIJ_l(u,v)E{

v=1y+a?

Il determinante Jacobiano & dato da:

2
3

o) 1=l
0(u,v) 32

Per concludere basta osservare che tale trasformazione agisce nel seguente
modo sul dominio 7

T ={(w,v): 0<u<2 24+u<v<6—u}

Dove 2n)!' = (2n) -2(n — 1) -...-2 =2"n!
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