AM2: Lavoro Guidato 18.10.01

Problema 1: Approssimazione di Weierstrass

1.1 Sia f funzione continua in [0, 1]. Sia

pale) =a [ SO = @ =Py, e = ([ (1=

Provare che p, sono polinomi e che, per ogni ¢ € (0, %) , Pn — [ uniformemente
in [0,1 — 6].

1.2 Dedurre che, se f é continua in [a, b], esiste una successione di polinomi che
converge uniformemente ad f in [a, b].

(Suggerimenti:
1.1 (i) Provare che ¢, ['(1 — £2)"dt —n_100 0 V7 € (0,1).
(ii) Detto M := maxq 1 | f|, e fissato 6 € (0,3), provare che

2 €[5,1-0] = | f(2)—pn()| < cn / : | f(x)— f(a—1)|(1—12)"dt+4 M, /5 "(1—2)ndt
(iii) Fissato p € (0, %), provare che

T 0 1-6
e [ AT@)=f@-tl0-2yd < [*1f@)-fla-)| (-2 daMe, [ (Q-2)at
z—1 -p p
(iiii) Fissato € > 0, provare, sciegliendo un p opportuno, che il primo membro in
(iii) é minore di € se n é abbastanza grande, e quindi usare (iii) per concludere
1.2 Ricondursi a 1.1 mediante la trasformazione f := f(Rz—p), R,p opportuni.

Problema 2: la funzione I

1.1 Provare che, per tutti gli s positivi, I'integrale f0+°° A
1.2 Posto ['(s) := [,">t*~Le~!dt , provare che:

(1) T(s) =50+ +00 e I'(8) 5400 +00

(i) T € C=((0,+00)) e TI"(s)>0 Vs

(iii) T'(s + 1) —sF(s) Vs >0

(11 ) ( ) — Ss—l—le—s 0+00 e—s(r—logr—l)d,r

e~tdt é convergente.

(Suggerimento:
1.1 osservare che t* e ! —, o+ +00



1.2 (i) Provare che s <1 = f[ft7le7ldt>2 e D(s+1)>s [F®etdt
(ii) effettuare una integrazione per parti
(iii) effettuare il cambio di variabile ¢ = s7.

Problema 3: Formula di Stirling

Sia ['(s) = [y t*~le~*dt. Provare che
+00 2
e~V dt + o(1)]
Suggerimenti:
(i) Provare che

+00

[(s+1)= Ss+1€78/ e ¥Mdr,  p(r) =7 —logT —1
0

(ii) Fissato > 0 , e, posto € := 5T , provare che

L-e —s9(T) —1se? —15%5
e dr < e 1% =¢ 1
0

e, scrivendo [1 + €,4+00) = [1 + ¢, R]U [R,4+00) , R abbastanza grande,

+o00 _d —+00
/ e~ Vdr < Re~ 1577 1 / e~ dr
1+e€ R

(iii) Fissati d, € come sopra, provare, effettuando il cambio di variabile 7 = 1 —o¥,
che

1 1
/ " e VM dr = 5/ ¢ 250 +sU(e0) gy
l1—e -1

ove (t) =0(t%) per t vicino a zero.
(iv) Effettuando lulteriore cambio di variabile ce 2 =¢, provare che

_é
/1+€(S) efs’l[)(T)dT _ 8% /6 i 67%+5’¢)(t8_%)dt
1—e(s) —e 2

1

(v) Usando il fatto che [t| < ¢ = |ts™3| < s~7%, , provare che

1-6

sw(ts_%) < esT 2

e concludere che, se 0<d <1 ,ée

1+€(s) +o00o
/ e~ ¥Mdr = s%(/ 5 dt + o(1))
1

—e(s) —00






