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Valutazione in itinere

MATRICOLA: : : : : : : : : : : : : : : :

COGNOME:: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : NOME:: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

ESERCIZIO 1. Sia K := Q(
p
6).

(a) Descrivere esplicitamente l'anello degli interi OK determinando una sua
base intera e calcolare il discriminante di K.
(b) Mostrare che 2 e 3 non sono irriducibli in OK e che 6 ha pi�u di una

fattorizzazione in elementi irriducibili in OK .
(c) Siano I := (2;

p
6)OK , I

0 := (2; 3
p
6)OK , J := (3;

p
6)OK e J

0 :=

(3; 2
p
6)OK . Determinare se I, I0, J e J 0 sono ideali primi.

(d) Siano I0 := 2Z+ 3
p
6Z, e J0 := 3Z+ 2

p
6Z. Determinare se I0 = I0 e

J
0 = J0.
(e) Determinare nell'anelloOK la fattorizzazione (unica) come prodotto di ideali

primi dell'ideale 6OK.

ESERCIZIO 2. Siano a e b due interi non nulli e sia

f(X) := X
2 + aX + b 2Z[X]

un polinomio irriducibile a coeÆcienti interi con discriminante �f := a
2� 4b < 0 e

sia � un numero complesso tale che f(�) = 0.
PoniamoK := Q(�) e sia �0 := f

0(�) = 2�+a, dove f 0(X) �e il polinomio derivato
del polinomio f(X).
(a) Determinare il polinomio minimo h(X) di �0 su Q e mostrare che questo �e

un polinomio quadratico a coeÆcienti inZcon discriminante �h = n ��f , per un
qualche intero n.
(b) Calcolare NK=Q(�), NK=Q(�

0), TrK=Q(�) e TrK=Q(�
0).

(c) Dopo aver ricordato la relazione generale esistente tra la norma di �0 = f
0(�)

ed il discriminante�(1; �), calcolare esplicitamente� in funzione di a e b � il valore
di �(1; �). Calcolare �(1; �0).
(d) Determinare se esiste una relazione tra i campi K := Q(�) e K 0 := Q(�0),

e, nel caso in cui �f sia un intero privo di fattori quadratici, determinare una base
intera per K e K 0.
(e) Sia a := 3 e b := 5, e sia OK l'anello degli interi di K = Q(�).
(e.1) Determinare una base intera di OK .
(e.2) Trovare una base comeZ{modulo libero dell'ideale I := (4; 2 � �)OK e

calcolare la norma di I.

TEMA. (a) Moduli liberi su un dato anello A (ad esempio A := Z). Mostrare
che ogni sottomodulo N di un A{modulo M �nitamente generato e libero �e un



2

A{modulo �nitamente generato e libero. Inoltre, l'A{modulo quoziente M=N ha
un numero �nito di elementi se e soltanto se rango(M ) = rango(N ).
(b) Basi intere in campi quadratici.

ESERCIZIO 1 - SOLUZIONE. (a) OK =Z[
p
6], perch�e 6 � 2 (mod 4).

(b) Sia � := 2 +
p
6 e, quindi, � = 2�

p
6. E' subito visto che 2 = ��� e che

� (e �) �e irriducibile perch�e ha norma uguale a 2.

Sia � := 3+
p
6 e, quindi, � = 3�

p
6. E' subito visto che 3 = �� e che � (e �)

�e irriducibile perch�e ha norma uguale a 3.
(c) Sia I = (2;

p
6)Z[

p
6] [ rispettivamente J = (3;

p
6)Z[

p
6]], allora I [rispet-

tivamente, J ] �e un ideale primo (= massimale) perch�e Z[
p
6]=I [ rispettivamente,

Z[
p
6]=J ] �e canonicamente isomorfo al campoZ=2Z[ rispettivamente,Z=3Z].

Non �e diÆcile mostrare che I0 = 2Z+2
p
6Z+3

p
6Z+3�6Z= 2Z+

p
6Ze, quindi,

OK=I
0 �e canonicamente isomorfo aZ=2Z. Infatti 2Z+18Z= 2Ze 2

p
6Z+3

p
6Z=p

6Z, perch�e in generale aZ+bZ= MCD(a; b)Ze quindi a
Z+b
Z= MCD(a; b)
Z,
per ogni 
 2 OK . Dunque, I

0 = I.
In modo analogo si dimostra che J 0 = 3Z+

p
6Z= (3;

p
6)Z[

p
6] = J e, quindi,

Z[
p
6]=J 0 =Z[

p
6]=J �=Z=3Z.

(d) Si noti che I0 := (2; 3
p
6)Z( I

0 = (2; 3
p
6)Z[

p
6], perch�e ad esempio 2

p
6 2

I
0 n I0 e quindi

p
6 2 I n I0, perci�o I0 = (2;

p
6)OK = I.

Analogamente si dimostra che J0 ( J
0.

(e) Da (c) segue subito che I2 = 2Z[
p
6] e che J2 = 3Z[

p
6] (si noti anche che

I = I e J = J). Pertanto:

6Z[
p
6] = I

2 � J2
:

ESERCIZIO 2 - SOLUZIONE. (a) � = (�0 � a)=2. Pertanto, il polinomio minimo
di �0 �e il polinomio h(X) = (X � a)2 + 2a(X � a) + 4b = X

2 + 4b� a
2, essendo:

0 = ((�0 � a)=2)2 + a(�0 � a)=2 + b. Dunque �h = 4(a2 � 4b) = 4�f .

(b) Il termine costante di g(X) (cio�e, 4b � a
2) coincide con NK=Q(�

0), men-
tre l'opposto del coeÆciente del termine lineare di g(X) (cio�e, 0) coincide con
TrK=Q(�

0). Ovviamente, per le analoghe ragioni, NK=Q(�) = b e TrK=Q(�) = �a.
(c) �(1; �) = (�1)2(2�1)=2

NK=Q(f
0(�)) = �NK=Q(�

0) = a
2 � 4b [tale discrimi-

nante coincide con la de�nizione usuale di discriminante del polinomio quadratico
f(X)]. Per una ragione analoga si ha che �(1; �0) = (�1)2(2�1)=2

NK=Q(h
0(�0)) =

�NK=Q(2�
0). Non essendo la norma additiva, non possiamo da questa formula

dedurre una espressione esplicita di �(1; �0) in funzione di a e di b. Tuttavia noti-
amo che, per ragioni di dimensione come Q{spazio vettoriale, Q(�0) = Q(�) = K

e quindi, osservando che la matrice di cambiamento di base (f1; �0g in funzione di
f1; �g) �e data da: �

1 0
a 2

�

deduciamo che �(1; �0) = 22 ��(1; �) = 4(a2 � 4b).
(d) Abbiamo gi�a osservato che K0 = Q(�0) = Q(�) = K. Notiamo, poi, che �; �0

appartengono a OK , perch�e sono radici di polinomi monici a coeÆcienti interi. Se
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�(1; �) = a
2� 4b =: d un intero privo di fattori quadratici, allora f1; �g �e una base

intera di K, mentre f1; �0g non �e una base intera di K, perch�e j�(1; �0)j > j�(1; �)j.
Un altro modo per ottenere una base intera di OK �e quello di osservare che in

questo caso K = Q(
p
d) con d = a

2 � 4b � a
2 � 1 (mod 4); quindi f1; (1 +

p
d)=2g

�e una base intera per OK =Z[(1+
p
d)=2].

(e)K = Q(
p
�11), � = (�3+

p
�11)=2, e OK =Z+�Z(ovvero, per quanto visto

sopra, d = �11 e OK =Z+ ((1 +
p
�11)=2)Z) .

I = 4(Z+�Z)+2�(Z+�Z) = 4Z+4�Z+2�Z+2�2Z= 4Z+2�Z+2(�3��5)Z=
4Z+ 2�Z+ (6� + 10)Z= 4Z+ 2�Z+ 10Z= 2Z+ 2�Z(perch�e 2�Z+ (6� + 10)Z=
2�Z+ 10Z).

Ora, �(O) = �(1; �) = �11 e poi �(I) = �(4; 2�) =





 2 2�
2 2�






2

:

Dunque �(I) = 42�(1; �) e quindi NK=Q(I) =
p
42�(1; �)=�(1; �) = 4.


